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Íóìåðàöèÿ ôîðìóë â òåêñòå ñîäåðæèò äâå öèôðû. Íàïðèìåð, (3.7) îçíà÷àåò ôîðìó-
ëó (7) èç � 3. Ññûëêè íà ôîðìóëû èç äàííîãî ïàðàãðàôà äàþòñÿ â ñîêðàù¼ííîì âèäå
áåç óêàçàíèÿ íîìåðà ïàðàãðàôà.

Ïîñòîÿííûå:
~ = 1, 055 · 10−27 ýðã· ñ � ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà;
c = 2, 998 · 1010 ñì/ñ � ñêîðîñòü ñâåòà;
|e| = 4, 803 · 10−10 åä. ÑÃÑ � ýëåìåíòàðíûé çàðÿä;
α = e2/(~c) = 1/137.04 � ïîñòîÿííàÿ òîíêîé ñòðóêòóðû;
1 ýÂ=1, 602 · 10−12 ýðã=1, 602 · 10−19 Äæ.
Åäèíèöû:
Â íà÷àëüíûõ ðàçäåëàõ � 1�� 2 è ïðèëîæåíèÿõ �A��C, � F.1 èñïîëüçóåòñÿ àáñîëþò-

íàÿ ãàóññîâà ñèñòåìà åäèíèö. Â îñòàëüíûõ ðàçäåëàõ èñïîëüçóåòñÿ ðåëÿòèâèñòñêàÿ ñèñòå-
ìà åäèíèö, â êîòîðîé c = 1, ~ = 1. Â ýòîé ñèñòåìå ýíåðãèÿ, èìïóëüñ, ÷àñòîòà, (äëèíà)−1

è (âðåìÿ)−1 èìåþò îäèíàêîâóþ ðàçìåðíîñòü, â ÷àñòíîñòè
me = 0, 511 ÌýÂ � ìàññà ýëåêòðîíà;
mp = 0, 940 ÃýÂ � ìàññà ïðîòîíà;
1/me = 3, 862 · 10−11 ñì � ïðèâåä¼ííàÿ êîìïòîíîâñêàÿ äëèíà âîëíû ýëåêòðîíà;
re = α/me = 2, 818 · 10−13 ñì � êëàññè÷åñêèé ðàäèóñ ýëåêòðîíà;
1/(1 ÃýÂ) = 1, 97 · 10−14 ñì.
4-âåêòîðû:
Ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì 4-âåêòîðîâ ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå, ò. å. âûðà-

æåíèå AµBµ îçíà÷àåò AµBµ ≡ A0B0 −AxBx −AyBy −AzBz = A0B0 −AB. Ìû íåðåäêî
áóäåì èñïîëüçîâàòü ñîêðàùåííîå îáîçíà÷åíèå AB ≡ AµBµ.

4-ðàäèóñ-âåêòîð xµ = (t, r), xµ = (t, −r),

∂

∂xµ ≡
(
∂

∂t
,+5

)
≡ ∂µ ,

∂

∂xµ

≡
(
∂

∂t
,−5

)
≡ ∂µ .
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� 1. Ââåäåíèå: ýëåìåíòàðíûå ÷àñòèöû è èõ âçàèìîäåé-
ñòâèÿ
×òîáû çà äåðåâüÿìè íå ïîòåðÿòü ëåñà, ïåðå÷èñëèì â òåëåãðàôíîì ñòèëå îñíîâíûå òèïû
÷àñòèö è èõ âçàèìîäåéñòâèé.

1.1. ×àñòèöû
Ñîäåðæàíèå ïîíÿòèÿ �ýëåìåíòàðíàÿ ÷àñòèöà� èçìåíÿëîñü âî âðåìåíè. Ñåé÷àñ ýòî óñëîâ-
íî ìåëü÷àéøàÿ ÷àñòèöà, íî íå àòîì è íå ÿäðà (èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò ïðîòîí p � ÿäðî
àòîìà âîäîðîäà). Ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö áîëüøå, ÷åì àòîìîâ â òàáëèöå Ìåíäåëååâà �
ñì. Review of Particle Physics. Èõ íàèáîëåå õàðàêòåðíàÿ ÷åðòà � ñïîñîáíîñòü ðîæäàòüñÿ
è âçàèìíî ïðåâðàùàòüñÿ â ðåàêöèÿõ. Ñðàâíèì ôîòîýôôåêò

γ +H → p+ e

è β-ðàñïàä íåéòðîíà
n→ p+ e+ ν̄e ;

âî âòîðîì ñëó÷àå äî ðàñïàäà n íå áûëî p, e è ν̄e, îíè âîçíèêëè â ðåçóëüòàòå ðåàêöèè.
Åñëè ïîòðåáîâàòü íåðàçëîæèìîñòè íà ñîñòàâëÿþùèå, òî îñòàíåòñÿ íåìíîãî �ôóíäà-

ìåíòàëüíûõ ÷àñòèö�:

• ëåïòîíû è êâàðêè (l è q), ñïèí J = 1
2
;

• êàëèáðîâî÷íûå âåêòîðíûå áîçîíû (γ, W±, Z0, g), J = 1;

• ñêàëÿðíûé áîçîí Õèããñà (H), J = 0.

1.2. Âçàèìîäåéñòâèÿ
Îñíîâíûå òèïû âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö òàêîâû.

1. Ýëåêòðîìàãíèòíîå (ÝÌ): õàðàêòåðíûé ðàäèóñ âçàèìîäåéñòâèÿ Rem ∼ ~
mγc = ∞,

òàê êàê mγ = 0, ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ áåçðàçìåðíîé êîíñòàíòîé

α = e2

~c ≈
1

137
� 1, ïîýòîìó çäåñü âîçìîæíî ïðèìåíÿòü òåîðèþ âîçìóùåíèé �

êâàíòîâóþ ýëåêòðîäèíàìèêó (ÊÝÄ);

2. Ãðàâèòàöèîííîå: Rg ∼ ∞, î÷åíü ñëàáîå, â àòîìíûõ ìàñøòàáàõ ïðåíåáðåæèìî
ìàëî, äëÿ äâóõ ïðîòîíîâ â ÿäðå

Fg

Fem

∼
Gm2

p

e2
∼ 10−36 ;

3. Ñèëüíîå: îòâåòñòâåííî çà ñâÿçü íóêëîíîâ â ÿäðå, çà áûñòðûå ðàñïàäû ðåçîíàíñíûõ
ñîñòîÿíèé, õàðàêòåðíîå âðåìÿ τs ∼ 10−24 ñ, Rs ∼ ~

mπc ∼ 10−13 ñì, ñèëà âçàèìîäåé-
ñòâèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ áåçðàçìåðíîé êîíñòàíòîé αs ∼ 1 íà ðàññòîÿíèÿõ ∼ Rs;
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4. Ñëàáîå: îòâå÷àåò çà ðàñïàä ìíîãèõ äîëãîæèâóùèõ ÷àñòèö: n, π, K, . . . , õàðàêòåð-
íîå âðåìÿ τw ∼ 10−13 ÷ 10−8 ñ, Rw ∼ ~

mW c ∼ 10−16 ñì. Ïðèìåð � íåéòðèíî ν, ïðè

ìàëûõ (ðåàêòîðíûõ) ýíåðãèÿõ ν ïðîõîäèò ñêâîçü Çåìëþ, ïðè E ∼ mW c
2 ñå÷åíèÿ

âçàèìîäåéñòâèÿ ñðàâíèâàþòñÿ ñ ýëåêòðîìàãíèòíûìè.

Âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷åðåç îáìåí

• γ � äëÿ ÝÌ âçàèìîäåéñòâèÿ;

• W± è Z � äëÿ ñëàáîãî âçàèìîäåéñòâèÿ;

• g � äëÿ ñèëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

1.3. Òðè ïîêîëåíèÿ ëåïòîíîâ è êâàðêîâ(
νe

e

)
,

(
u
d

)
� 1-å ïîêîëåíèå,(

νµ

µ

)
,

(
c
s

)
� 2-å ïîêîëåíèå,(

ντ

τ

)
,

(
t
b

)
� 3-å ïîêîëåíèå

+ àíòè÷àñòèöû.

Çàðÿä Qe:

(
Qν = 0
Qe = −1

)
,

(
Qu = 2

3

Qd = −1
3

)
, ñïèí J = 1

2
è òî æå ó äðóãèõ ïîêîëåíèé.

Åñòü çíà÷èòåëüíûå îòëè÷èÿ â ìàññàõ äëÿ ðàçíûõ ïîêîëåíèé � ñì. òàáëèöû.
Ó êâàðêîâ åñòü äîïîëíèòåëüíîå êâàíòîâîå ÷èñëî � öâåò: q = qi, i = 1, 2, 3 (êðàñíûé,

ñèíèé, çåëåíûé).
Êâàðêè ó÷àñòâóþò â ñèëüíûõ, ÝÌ è ñëàáûõ âçàèìîäåéñòâèÿõ.
e, µ, τ ó÷àñòâóþò â ÝÌ è ñëàáûõ âçàèìîäåéñòâèÿõ.
ν ó÷àñòâóþò â ñëàáûõ âçàèìîäåéñòâèÿõ.

1.4. Êâàðêè è àäðîíû
Àäðîíû � áåñöâåòíûå îáðàçîâàíèÿ:

• ìåçîíû: qq̄, íàïðèìåð, π+ = ud̄;

• áàðèîíû: qqq, íàïðèìåð, p = uud, n = udd.

Âîçìîæíàÿ ýêçîòèêà: 4-õ êâàðêîâûå ìåçîíû qq̄qq̄, 5-è êâàðêîâûå áàðèîíû qqqqq̄, è
ò. ä.

Êâàðêè âçàèìîäåéñòâóþò ñ öâåòíûìè ãëþîíàìè gi
j, i, j = 1, 2, 3, ÷òî ïðèâîäèò ê

íåâûëåòàíèå öâåòà (êîíôàéíìåíò).
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Ðèñ. 1. Ýëåìåíòàðíûé

ïðîöåññ ÊÝÄ

Ðèñ. 2. Ýëåìåíòàðíûé

ñëàáûé ïðîöåññ

Ðèñ. 3. Ýëåìåíòàðíûé

ñèëüíûé ïðîöåññ

1.5. Ïîíÿòèå î êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ
Âñå ýëåìåíòàðíûå ÷àñòèöû � êâàíòû ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëåé, îñíîâíûå âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö îïèñûâàþòñÿ êàê âçàèìîäåéñòâèÿ êâàíòîâûõ ïîëåé:

ÝÌ-âçàèìîäåéñòâèå. Çàðÿæåííûå ÷àñòèöû, íàïðèìåð e, âçàèìîäåéñòâóþò ÷åðåç
ÝÌ-ïîëå. Íî ÝÌ-ïîëå (ïîñëå êâàíòîâàíèÿ) � íàáîð ÷àñòèö-ôîòîíîâ. Ñàìè ýëåêòðî-
íû � ÷àñòèöû-êâàíòû ýëåêòðîííî-ïîçèòðîííîãî ïîëÿ.

ÝÌ-âçàèìîäåéñòâèþ ñîîòâåòñòâóåò ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ U = qφ, ãäå q � çàðÿä
÷àñòèöû, à φ � ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë ÝÌ ïîëÿ. Ïëîòíîñòü ýòîé ýíåðãèè � âåëè÷èíà
ρ (t, r)φ (t, r) â ðåëÿòèâèñòñêîì ñëó÷àå ïåðåõîäèò â ïðîèçâåäåíèå 4-âåêòîðà ïëîòíîñòè
òîêà jµ è 4-ïîòåíöèàëà Aµ:

jµA
µ = cρ(x)φ(x)− j(x)A(x),

ãäå x = (ct, r) � 4-ðàäèóñ-âåêòîð.
Â íåðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé ìåõàíèêå ïëîòíîñòü òîêà

j =
1

2
e (Ψ∗ v̂Ψ + êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå) ,

ãäå e � çàðÿä ÷àñòèöû, à v̂ = −i~∇/m.
Â ðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé ìåõàíèêå

jµ(x) = eΨ̄γµΨ ,

ãäå γµ � ìàòðèöû Äèðàêà.
Èòîãî, âçàèìîäåéñòâèå òèïà eΨ̄γµΨAµ îïèñûâàåò ïðîöåññû (ðåàëüíûå è âèðòóàëü-

íûå) òèïà ðèñ. 1. Ñèëà (êîíñòàíòà) âçàèìîäåñòéâèÿ α = e2

~c ≈
1

137
.

Ñëàáîå âçàèìîäåéñòâèå � åãî ïåðåíîñ÷èêè W± è Z0 áîçîíû, èõ ìàññû mW c
2 =

80, 4 ÃýÂ, mZc
2 = 91, 2 ÃýÂ. Ïðèìåð ñëàáîãî âèðòóàëüíîãî ïðîöåññà ñ íåñîõðàíåíèåì

÷¼òíîñòè (ðèñ. 2)
e

sin 2θW

Ψ̄γµ
(
gV − gAγ

5
)
ΨZµ

çäåñü gV è gA � áåçðàçìåðíûå êîíñòàíòû ïîðÿäêà 1.
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Ñèëüíîå âçàèìîäåéñòâèå � åãî ïåðåíîñ÷èêîì ÿâëÿåòñÿ ãëþîí g, êîíñòàíòà ñèëüíîãî

âçàèìîäåéñòâèÿ αs =
g2
s

~c ≈ 0, 3÷ 0, 1. Ïðèìåð ñèëüíîãî âèðòóàëüíîãî ïðîöåññà (ðèñ. 3)

gsΨ̄
i
qγ

µΨqj (gµ)j
i

Òåîðèþ êâàíòîâûõ ïîëåé ìû íà÷èíàåì ñ ïîäðîáíîãî èçëîæåíèÿ ïðîöåäóðû êâàíòî-
âàíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Êîíå÷íî, ýòî íå ñàìûé ïðîñòîé, íî çàòî íàèáîëåå ïðè-
âû÷íûé îáúåêò, ïîñêîëüêó êëàññè÷åñêîå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî
èçó÷àëîñü â êóðñå ýëåêòðîäèíàìèêè, à êâàíòîâàíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ óæå ÷à-
ñòè÷íî èçëàãàëîñü â êóðñå êâàíòîâîé ìåõàíèêè.

� 2. Êâàíòîâàíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

2.1. Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå êàê íàáîð îñöèëëÿòîðîâ
Ãàìèëüòîíèàí îáû÷íîãî ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà èìååò âèä

H =
p2

2m
+
mω2x2

2
,

à êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåííûå x è p çàâèñÿò îò âðåìåíè ïî çàêîíó:

x(t) = b cos(ωt+ ϕ) , p(t) = −mωb sin(ωt+ ϕ) ,

ãäå b � àìïëèòóäà, à ϕ � íà÷àëüíàÿ ôàçà êîëåáàíèé. Ââåä¼ì ëèíåéíûå êîìáèíàöèè x
è p âèäà

a =
mωx+ ip√

2m~ω
, a∗ =

mωx− ip√
2m~ω

è íàïîìíèì, ÷òî âåëè÷èíû a è i ~ a∗ òàêæå ÿâëÿþòñÿ êàíîíè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè ñ
ïðîñòîé çàâèñèìîñòüþ îò âðåìåíè:

a(t) ∝ b e−i (ωt+ϕ) , a∗(t) ∝ b e+i (ωt+ϕ) .

Â ýòèõ ïåðåìåííûõ ãàìèëüòîíèàí èìååò îñîáåííî ïðîñòîé âèä

H = ~ωa∗a .

Ïîêàæåì, ÷òî ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå â ïóñòîòå ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê íàáîðó îñöèëëÿ-
òîðîâ, îïèñûâàåìûõ ïåðåìåííûìè a è a∗.

Ýëåêòðè÷åñêîå E è ìàãíèòíîå B ïîëÿ â ïóñòîòå óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì Ìàêñ-
âåëëà:

rot E = −1

c

∂B

∂t
, div E = 0 , rot B =

1

c

∂E
∂t

, div B = 0 .

Óäîáíî ââåñòè ÷åòûð¼õìåðíûé ïîòåíöèàë Aµ(t, r) = (φ, A), ÷åðåç êîòîðûé ýëåêòðè÷å-
ñêîå è ìàãíèòíîå ïîëÿ âûðàæàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

E = −∇φ− 1

c

∂A

∂t
, B = ∇×A .
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Èç-çà íåîäíîçíà÷íîñòè âûáîðà 4-ïîòåíöèàëà, íà íåãî ìîæíî íàëîæèòü äîïîëíèòåëüíîå
óñëîâèå Ëîðåíöà

∂Aµ

∂xµ

= 0 .

Â îòñóòñòâèå èñòî÷íèêîâ ïîëÿ ìîæíî âûáðàòü ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë φ = 0, ïðè ýòîì
óñëîâèå Ëîðåíöà îçíà÷àåò, ÷òî

div A(t, r) = 0

(òàê íàçûâàåìàÿ êóëîíîâñêàÿ êàëèáðîâêà). Òîãäà èç óðàâíåíèÿ

rot B = ∇× (∇×A) = ∇(∇A)−∆A =
1

c

∂E
∂t

= − 1

c2
∂2A

∂t2

ñëåäóåò, ÷òî òðåõìåðíûé âåêòîðíûé ïîòåíöèàë A(t, r) óäîâëåòâîðÿåò âîëíîâîìó óðàâ-
íåíèþ

1

c2
∂2A

∂t2
−∆A = 0 .

Â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè, ó÷èòûâàþùåì â ÿâíîì âèäå âåùåñòâåííîñòü âåêòîðíîãî
ïîòåíöèàëà,

A(t, r) =

∫
d3k

(2π)3

[
Ak(t) eikr + A∗

k(t) e−ikr
]
, (2.1)

àìïëèòóäû Ak(t) óäîâëåòâîðÿþò îñöèëëÿòîðíîìó óðàâíåíèþ

Äk + ω2
k Ak = 0, ωk = c|k| . (2.2)

Èòàê, â êàæäîé ìîäå, òî åñòü äëÿ êàæäîãî âîëíîâîãî âåêòîðà k, èìååì ãàðìîíè÷åñêèé
îñöèëëÿòîð, òàê ÷òî

Ak(t) ∝ e−iωkt , A∗
k(t) ∝ eiωkt . (2.3)

Ðàçëîæåíèå ïî ïëîñêèì âîëíàì (1) ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü îá ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå
êàê î áåñêîíå÷íîì íàáîðå îñöèëëÿòîðîâ, ÷àñòîòû êîòîðûõ ωk ïðîáåãàþò íåïðåðûâíûé
ðÿä çíà÷åíèé. Ïðè êâàíòîâàíèè ýòèõ îñöèëëÿòîðîâ âîçíèêàåò êâàíòîâàííîå ýëåêòðî-
ìàãíèòíîå ïîëå. Äëÿ ïðèäàíèÿ áîëüøåé íàãëÿäíîñòè ïðîöåäóðå êâàíòîâàíèÿ, óäîáíî
ïåðåéòè ê äèñêðåòíîìó íàáîðó îñöèëëÿòîðîâ. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ïîëå â êîíå÷íîì
îáúåìå

V = LxLyLz

è èñïîëüçóåì óñëîâèå ïåðèîäè÷íîñòè ïîëÿ íà ãðàíèöàõ îáúåìà. Ïðè ýòîì êîìïîíåíòû
âîëíîâîãî âåêòîðà è ÷àñòîòà ñòàíîâÿòñÿ äèñêðåòíûìè,

kx =
2π nx

Lx

, ky =
2π ny

Ly

, kz =
2π nz

Lz

, ωk = 2πc

√
n2

x

L2
x

+
n2

y

L2
y

+
n2

z

L2
z

,

ãäå nx,y,z � öåëûå (ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå) ÷èñëà, à ïëîñêèå âîëíû óäîâëå-
òâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ îðòîãîíàëüíîñòè âèäà∫

ei(k+k′)r d3r = V δk,−k′ . (2.4)
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Â èòîãå âìåñòî ðàçëîæåíèÿ â èíòåãðàë Ôóðüå (1) âîçíèêàåò ðàçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå

A(t, r) =
∑
k

[
Ak(t) eikr + A∗

k(t) e−ikr
]
, (2.5)

ãäå íîâûå àìïëèòóäûAk(t) óäîâëåòâîðÿþò òåì æå ñîîòíîøåíèÿì (2)−(3), ÷òî è ðàíüøå.
Ðàçëîæåíèå, ïîäîáíîå (5), ìîæíî íàïèñàòü è äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëÿ,
ïðè÷åì àìïëèòóäû ýòèõ ïîëåé â ñèëó óðàâíåíèé

E = −1

c

∂A

∂t
, B = ∇×A

ñâÿçàíû ñ àìïëèòóäàìè âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà ñîîòíîøåíèÿìè

Ek =
iωk

c
Ak , Bk = ik×Ak .

Èç-çà óñëîâèÿ div A(t, r) = 0 èëè

k ·Ak = 0 , (2.6a)

âåêòîð Ak ëåæèò â ïëîñêîñòè, îðòîãîíàëüíîé âîëíîâîìó âåêòîðó k, ò. å. èìååò ëèøü äâå
íåçàâèñèìûå êîìïîíåíòû. Äâå ñòåïåíè ñâîáîäû îñöèëëÿòîðà ñîîòâåòñòâóþò ïîïåðå÷íî-
ñòè ñâîáîäíûõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â âàêóóìå. Ââåäåì äâà âåêòîðà ïîëÿðèçàöèè ekλ,
ãäå èíäåêñ λ ïðîáåãàåò äâà çíà÷åíèÿ. Íàïðèìåð, äëÿ öèðêóëÿðíîé ïîëÿðèçàöèè ïðè âîë-
íîâîì âåêòîðå âäîëü îñè z, òî åñòü ïðè k = (0, 0, k), âåêòîð ïîëÿðèçàöèè âûáèðàþò â
âèäå

ekλ = − λ√
2

(1, iλ, 0) = −e∗k,−λ ,

ãäå λ = ±1 ñîîòâåòñòâóåò ïðàâîé (ëåâîé) öèðêóëÿðíîé ïîëÿðèçàöèè. Âåêòîðû ïîëÿðè-
çàöèè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ïîïåðå÷íîñòè:

k · ekλ = 0 , (2.6b)

âçàèìíîé îðòîãîíàëüíîñòè:
e∗kλ · ekλ′ = δλλ′ (2.7)

è ïîëíîòû: ∑
λ

(ekλ)i (e
∗
kλ)j = δij −

kikj

k2
(2.8)

(çäåñü i, j îçíà÷àåò êîìïîíåíòû âåêòîðà ïîëÿðèçàöèè; ñïðàâà ñòîèò åäèíè÷íûé òåíçîð â
ïëîñêîñòè, îðòîãîíàëüíîé âåêòîðó k). Ðàçëîæèì âåêòîðAk(t) ïî âåêòîðàì ïîëÿðèçàöèè

Ak(t) = Ck

∑
λ

akλ(t) ekλ

è âûáåðåì íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü Ck òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ýíåðãèÿ ïîëÿ ñâåëàñü
ê ñóììå îñöèëëÿòîðíûõ ýíåðãèé:

E =

∫ E2 + B2

8π
d3r =

∑
kλ

~ωk a
∗
kλ akλ . (2.9)
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Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì E2 â âèäå äâîéíîé ñóììû

E2 =
∑
k,k′

[
Ek(t) eikr + E∗

k(t) e−ikr
] [

Ek′(t) eik′r + E∗
k′(t) e−ik′r

]
è ïðîâåäåì èíòåãðèðîâàíèå ïî r, èñïîëüçóÿ (4),∫

E2 d3r = V
∑
k

[
Ek(t) E−k(t) + E∗

k(t) E∗
−k(t) + 2Ek(t) E∗

k(t)
]
.

Çàâèñÿùèå îò âðåìåíè ñëàãàåìûå Ek(t) E−k(t) ∝ e−2iωkt è E∗
k(t) E∗

−k(t) ∝ e2iωkt ñîêðàùà-
þòñÿ, à íåçàâèñÿùèå îò âðåìåíè ñëàãàåìûå 2Ek(t) E∗

k(t) óäâàèâàþòñÿ ïðè ó÷åòå âêëàäà
ìàãíèòíîãî ïîëÿ

∫
B2 d3r. Â èòîãå ïîëó÷àåì

E =
V
2π

∑
k

Ek(t) E∗
k(t) =

V
2π

∑
kλ

ω2
k

c2
|Ck|2 a∗kλ akλ .

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïðè âûáîðå íîðìèðîâî÷íîãî ìíîæèòåëÿ â âèäå

Ck =

√
2π~c2
ωk V

,

ò. å. ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàçëîæåíèÿ

A(r, t) =
∑
kλ

√
2π~c2
ωk V

[
akλ(t) ekλ eikr + a∗kλ(t) e

∗
kλ e−ikr

]
, (2.10)

ýíåðãèÿ ïîëÿ äåéñòâèòåëüíî ñâîäèòñÿ ê ñóììå îñöèëëÿòîðíûõ ýíåðãèé (9), à ýíåðãèÿ
êàæäîé ìîäû êîëåáàíèé ñ çàäàííîé ïîëÿðèçàöèåé λ ðàâíà

Ekλ = ~ωk a
∗
kλ akλ . (2.11)

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âûðàæåíèå äëÿ ïîëíîãî èìïóëüñà ïîëÿ

P =

∫ E ×B

4πc
d3r

ñâîäèòñÿ ê ñóììå ñîîòâåòñòâóþùèõ èìïóëüñîâ äëÿ êàæäîé ìîäû êîëåáàíèé

P =
∑
kλ

~ka∗kλ akλ , (2.12)

à èìïóëüñ îòäåëüíîé ìîäû ñ çàäàííîé ïîëÿðèçàöèåé λ ðàâåí

~ka∗kλ akλ =
k

|k|
Ekλ

c
.
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2.2. Êâàíòîâàíèå ïîëÿ
Íàïîìíèì, ÷òî ïðè êâàíòîâàíèè îáû÷íîãî îñöèëëÿòîðà çàâèñÿùèå îò âðåìåíè êëàññè-
÷åñêèå âåëè÷èíû a(t) è a∗(t) ñòàíîâÿòñÿ îïåðàòîðàìè óíè÷òîæåíèÿ â è ðîæäåíèÿ â+

êâàíòà ñ ýíåðãèåé ~ω, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ

[â, â+] = 1 . (2.13)

Ïðè ýòîì ñàìè îïåðàòîðû â îáû÷íîì øð¼äèíãåðîâñêîì ïðåäñòàâëåíèè íå çàâèñÿò îò
âðåìåíè, à âðåìåííàÿ çàâèñèìîñòü îïðåäåëÿåòñÿ âîëíîâûìè ôóíêöèÿìè. Êëàññè÷åñêèé
ãàìèëüòîíèàí H ñòàíîâèòñÿ îïåðàòîðîì Øð¼äèíãåðà

Ĥ = 1
2

~ω(â+â+ ââ+) .

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé (13) îïåðàòîð Ĥ ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

Ĥ = ~ω(n̂+ 1
2
), n̂ = â+â ,

ãäå n̂ � îïåðàòîð ÷èñëà êâàíòîâ, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êîòîðîãî ñóòü öåëûå ÷èñëà
n = 0, 1, 2, . . .

Àíàëîãè÷íî, ïðè êâàíòîâàíèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ âåëè÷èíû a∗kλ(t) è akλ(t) ñòà-
íîâÿòñÿ îïåðàòîðàìè ðîæäåíèÿ â+

kλ è óíè÷òîæåíèÿ âkλ êâàíòà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ôî-
òîíó ñ ýíåðãèåé ~ωk, èìïóëüñîì ~k è ïîëÿðèçàöèåé λ , à âåêòîðíûé ïîòåíöèàë (10)
ñòàíîâèòñÿ íå çàâèñÿùèì îò âðåìåíè îïåðàòîðîì

Â(r) =
∑
kλ

√
2π~c2
ωk V

(
âkλekλ eikr + â+

kλe
∗
kλ e−ikr

)
. (2.14)

Ïîëÿ E(t, r) è B(t, r) òàêæå ñòàíîâÿòñÿ îïåðàòîðàìè

Ê(r) =
∑
kλ

iωk

c

√
2π~c2
ωk V

(
âkλekλ eikr − â+

kλe
∗
kλ e−ikr

)
, (2.15)

B̂(r) =
∑
kλ

√
2π~c2
ωk V

ik×
(
âkλekλ eikr − â+

kλe
∗
kλ e−ikr

)
,

à âûðàæåíèÿ äëÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ñòàíîâÿòñÿ ñóììàìè
îïåðàòîðîâ Øð¼äèíãåðà è îïåðàòîðîâ èìïóëüñà äëÿ îòäåëüíûõ ôîòîíîâ:

Ĥ =
∑
kλ

Ĥkλ , Ĥkλ =
1

2
~ωk

(
â+
kλâkλ + âkλâ

+
kλ

)
, P̂ =

∑
kλ

k

|k|
Ĥkλ

c
. (2.16)

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé

[âkλ, â
+
k′λ′ ] = δλλ′ δkk′ , [âkλ, âk′λ′ ] = 0 , [â+

kλ, â
+
k′λ′ ] = 0 (2.17)

îïåðàòîð Ĥkλ ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

Ĥkλ = ~ωk(n̂kλ + 1
2
), n̂kλ = â+

kλâkλ , (2.18)

ãäå n̂kλ � îïåðàòîð ÷èñëà êâàíòîâ, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êîòîðîãî ñóòü öåëûå ÷èñëà
nkλ = 0, 1, 2, . . .. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðàâàÿ (ëåâàÿ) öèðêóëÿðíàÿ ïîëÿðèçàöèÿ ôîòî-
íà ñîîòâåòñòâóåò åãî ñïèðàëüíîñòè1, ðàâíîé ±~.

1Íàïîìíèì, ÷òî ñïèðàëüíîñòü ÷àñòèöû åñòü ïðîåêöèè å¼ ïîëíîãî ìîìåíòà èìïóëüñà íà íàïðàâëåíèå
èìïóëüñà ÷àñòèöû.
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2.3. Ðîæäåíèå è óíè÷òîæåíèå êâàíòîâ ïîëÿ
Ïóñòü |nkλ, t 〉 � ñîñòîÿíèå ïîëÿ, ñîäåðæàùåå nkλ ôîòîíîâ ñ ýíåðãèåé ~ωk, èìïóëüñîì

~k è ïîëÿðèçàöèåé λ êàæäûé. Òàê êàê

â+
kλ |nkλ, t 〉 =

√
nkλ + 1 |nkλ + 1, t 〉 eiωkt ,

âkλ |nkλ, t 〉 =
√
nkλ |nkλ − 1, t 〉 e−iωkt ,

òî èç (14) èëè (15) âèäíî, ÷òî ïðè äåéñòâèè îïåðàòîðà Â(r) èëè îïåðàòîðà Ê(r) íà íà-
÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ïîëÿ ìîæåò ïðîèñõîäèòü èçëó÷åíèå èëè ïîãëîùåíèå îäíîãî ôîòîíà.
Òàêèì îáðàçîì, ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îïðàòîðà Â(r) ðàâíû:

ïðè èçëó÷åíèè ôîòîíà

〈nkλ + 1, t | Â(r) |nkλ, t 〉 = Afi(r) eiωkt ,

Afi(r) =
√
nkλ + 1

√
2π~c2
ωk V

e∗kλ e−ikr , (2.19)

ïðè ïîãëîùåíèè ôîòîíà

〈nkλ − 1, t | Â(r) |nkλ, t 〉 = Afi(r) e−iωkt ,

Afi(r) =
√
nkλ

√
2π~c2
ωk V

ekλ eikr . (2.20)

Èçëó÷åíèå êàêîé-ëèáî ñèñòåìû çàðÿäîâ (íàïðèìåð, àòîìà) ìîæåò ïðîèñõîäèòü â
óñëîâèÿõ, êîãäà íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ íå ñîäåðæèò ôîòîíîâ,
òî åñòü nkλ = 0 (òàêîå èçëó÷åíèå íàçûâàþò ñïîíòàííûì), èëè â â óñëîâèÿõ, êîãäà â
íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè ïîëÿ óæå èìååòñÿ nkλ ôîòîíîâ (òàêîå èçëó÷åíèå íàçûâàþò âû-
íóæäåííûì). Âåðîÿòíîñòü èçëó÷åíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó ìîäóëÿ ìàòðè÷íîãî
ýëåìåíòà (19). Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî âåðîÿòíîñòü âûíóæäåííîãî èçëó÷åíèå îêà-
çûâàåòñÿ â (nkλ + 1) ðàç áîëüøå, ÷åì âåðîÿòíîñòü ñïîíòàííîãî èçëó÷åíèÿ. Ýòîò ôàêò
ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì äëÿ ôèçèêè ëàçåðîâ.

Äî ñèõ ïîð ìû ïîëüçîâàëèñü øð¼äèíãåðîâñêèì ïðåäñòàâëåíèåì, â êîòîðîì îïåðà-
òîðû ïîëÿ çàâèñÿò îò êîîðäèíàò, íî íå îò âðåìåíè. Â ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè, îäíàêî,
áîëåå óäîáíûì ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå Ãàéçåíáåðãà, â êîòîðîì îïåðàòîðû ïîëÿ çàâèñÿò
îò 4-ðàäèóñ-âåêòîðà x = (ct, r), à âåêòîðû ñîñòîÿíèé íå çàâèñÿò îò âðåìåíè. Ôîðìóëû
(19), (20) ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ ïåðåõîäà ê ãàéçåíáåðãîâñêîìó ïðåäñòàâëåíèþ äîñòàòî÷íî
â ðàçëîæåíèè (14) ñäåëàòü çàìåíó

âkλ → âkλ e−iωkt , â+
kλ → â+

kλ eiωkt . (2.21)

Òàêèì îáðàçîì, ãàéçåíáåðãîâñêîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà èìååò âèä

Â(x) =
√

4π~c2
∑
kλ

(
âkλ ekλ

e−ikx√
2ωk V

+ â+
kλe

∗
kλ

eikx√
2ωk V

)
, kx = ωkt− kr , (2.22)

ãäå êîýôôèöèåíòû âkλ ïðè e−ikx è â+
kλ ïðè eikx, óäîâëåòâîðÿþùèå ïåðåñòàíîâî÷íûì

ñîîòíîøåíèÿì (17), ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðàìè óíè÷òîæåíèÿ è ðîæäåíèÿ êâàíòîâ ïîëÿ �
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ôîòîíîâ ñ ýíåðãèåé ~ωk, èìïóëüñîì ~k è ïîëÿðèçàöèåé λ. Îòìåòèì, ÷òî âîëíîâàÿ ôóíê-
öèÿ

e−ikx

√
2ωkV

ekλ

√
4π~c2 (2.23)

ñîîòâåòñòâóåò íîðìèðîâêå íà îäíó ÷àñòèöå âî âñåì îáúåìå V . Òàêóþ æå íîðìèðîâêó ìû
áóäåì èñïîëüçîâàòü è ïðè êâàíòîâàíèè ñêàëÿðíîãî è ñïèíîðíîãî ïîëåé.

�3. Ëàãðàíæåâ ïîäõîä â òåîðèè ïîëÿ

3.1. Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà
Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà L (q, q̇) çàâèñèò îò îáîáù¼ííûõ êîîðäèíàò
qi è îáîáù¼ííûõ ñêîðîñòåé q̇i = ∂0qi, à äåéñòâèå

S =

∫ t2

t1

L (q, q̇) dt .

Èç ïðèíöèïà Ãàìèëüòîíà: δS = 0 ïðè óñëîâèè δqi(t1) = δqi(t2) = 0 ïîëó÷àþòñÿ óðàâíå-
íèÿ äâèæåíèÿ

d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi
= 0 , i = 1, 2, . . . , s .

Â êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïîëÿ ââîäèòñÿ ïëîòíîñòü

Ðèñ. 4. Îáëàñòü Ω

ôóíêöèè Ëàãðàíæà

L→
∫
L(q, ∂µq)d

3r ,

ðîëü îáîáù¼ííûõ êîîðäèíàò qi èãðàþò ïîëÿ:
Aµ(x) â ýëåêòðîäèíàìèêå,
Φ(x) � äëÿ äåéñòâèòåëüíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ,
ϕ(x) è ϕ∗(x) � äëÿ êîìïëåêñíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ,
Ψi(x) è Ψi(x) � äëÿ ñïèíîðíîãî ïîëÿ Äèðàêà è ò. ä.

Çäåñü2 x = (t, r).
Äåéñòâèå

S =

∫
Ω

L(q, ∂µq)d
4x,

ãäå Ω � êóñîê 4-ïðîñòðàíñòâà ìåæäó äâóìÿ ïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíûìè 4-
ïîâåðõíîñòÿìè, íàïðèìåð, ìåæäó t = t1 è t = t2 (ðèñ. 4). Ïðèíöèï Ãàìèëüòîíà ôîðìó-
ëèðóåòñÿ â âèäå: δS = 0 ïðè óñëîâèè, ÷òî δqi = 0 íà ãðàíèöå Σ îáëàñòè Ω.

Òðåáîâàíèÿ ê ïëîòíîñòè ôóíêöèè Ëàãðàíæà:

• ëîêàëüíîñòü, ò. å. L çàâèñèò îò q è êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðîèçâîäíûõ îò q;

• L � äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, ÷òîáû ýíåðãèÿ è èìïóëüñ áûëè äåéñòâèòåëüíûìè,
à S-ìàòðèöà óíèòàðíîé;

2Çäåñü è íèæå (çà èñêëþ÷åíèåì ïðèëîæåíèé �A��C, � F.1) ïîëàãàåì ~ = 1, c = 1.
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• L � Ëîðåíö-èíâàðèàíòíàÿ ôóíêöèÿ.

Âûáîð L íåîäíîçíà÷åí, çàìåíà L → L′ = L+∂µf
µ(q) äàåò òó æå âàðèàöèþ äåéñòâèÿ,

δS ′ = δS + δ

∫
Ω

∂µf
µ(q)d4x = δS + δ

∫
Σ

fµdΣµ = δS .

Ïðè ýòîì ìû âîñïîëüçîâàëèñü îáîáùåíèåì òð¼õìåðíîé òåîðåìû Ñòîêñà∫
V

(∇ f) d3r =

∮
S

f dS

íà îáëàñòü â 4-ïðîñòðàíñòâå: ∫
Ω

∂µf
µd4x =

∮
Σ

fµdΣµ

è òåì ôàêòîì, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè Σ âåëè÷èíû q íå âàðüèðóþòñÿ.
Ïîòðåáóåì δS = 0, ýòî äàåò

δS =

∫
Ω

{
∂L
∂q
δq +

∂L
∂(∂µq)

δ(∂µq)

}
d4x =

=

∫
Ω

{[
∂L
∂q

− ∂

∂xµ

∂L
∂(∂µq)

]
δq +

∂

∂xµ

[
∂L

∂(∂µq)
δq

]}
d4x = 0

Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ïðåîáðàçóåì ïî òåîðåìå Ñòîêñà, è îíî èñ÷åçàåò, ò. ê. δq|Σ = 0.
Â èòîãå ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ïîëåé:

∂

∂xµ

∂L
∂(∂µqi)

− ∂L
∂qi

= 0 , i = 1, 2, . . . , s .

3.2. Ñèììåòðèÿ è çàêîíû ñîõðàíåíèÿ
3.2.1. Òåîðåìà Í¼òåð

Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå èçâåñòíà òåîðåìà Í¼òåð: åñëè âèä äåéñòâèÿ íå èçìåíÿåòñÿ ïðè
ïðåîáðàçîâàíèÿõ

q → q′ = q + δq, t→ t′ = t+ δt,

ò. å. åñëè3
t2∫

t1

L

(
q,
dq

dt

)
dt =

t′2∫
t′1

L

(
q′,
dq′

dt′

)
dt′ (3.1a)

ñ òî÷íîñòüþ äî δq, δt âêëþ÷èòåëüíî, òî ñîõðàíÿåòñÿ âåëè÷èíà

Eδt− pδq = const,

3Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî â ëåâîé è ïðàâîé ñòîðîíàõ ðàâåíñòâà (1a) ñòîèò îäíà è òà æå ôóíêöèÿ L, íî îò
ðàçíûõ àðãóìåíòîâ.



17

ãäå

p =
∂L

∂q̇
, E =

∂L

∂q̇
q̇ − L .

Èíà÷å, âåëè÷èíà

δΘ =

(∑
i

∂L

∂q̇i
q̇i − L

)
δt−

∑
i

∂L

∂q̇i
δqi (3.2a)

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
dδΘ

dt
= 0 . (3.3a)

Òåîðåìà Í¼òåð äëÿ êëàññè÷åñêèõ ïîëåé: ïóñòü ïðè íåïðåðûâíîì ïðåîáðàçîâà-
íèè 4-êîîðäèíàò

xµ → x′µ = xµ + δxµ

è ïîëåé
qi → q′i = qi + δqi

âàðèàöèÿ
δS = 0 (3.1b)

(ñîõðàíÿåòñÿ âèä äåéñòâèÿ), òîãäà âåëè÷èíà

δΘµ =

(∑
i

∂L
∂(∂µqi)

∂νqi − gµ
νL

)
δxν −

∑
i

∂L
∂(∂µqi)

δqi (3.2b)

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ íåïðåðûâíîñòè

∂

∂xµ
δΘµ = 0 , (3.3b)

èç êîòîðîãî ñëåäóåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ:∫
δΘ0d

3r = const . (3.3c)

Ðàññìîòðèì äâà âàæíûõ ïðèìåðà.

3.2.2. Îäíîðîäíîñòü ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè è ñîõðàíåíèå èìïóëüñà-ýíåðãèè

Ïóñòü âèä äåéñòâèÿ íå èçìåíÿåòñÿ ïðè ñäâèãå 4-êîîðäèíàò

xµ → x′µ = xµ + εµ ,

ò. å. δS = 0 ïðè δxµ = εµ è δq = 0. Â ýòîì ñëó÷àå èç òåîðåìû Í¼òåð ñëåäóåò, ÷òî 4-âåêòîð

δΘµ = T µνεν ,

ãäå

T µν =
∑

i

∂L
∂(∂µqi)

∂νqi − gµνL

� ïëîòíîñòü òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà, óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (3b) èëè

∂T µν

∂xµ
= 0 .
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Ïîýòîìó ñîõðàíÿåòñÿ 4-èìïóëüñ ïîëÿ:∫
T µ0d3r = P µ = constµ

Ïðîâåðèì ýòîò ôàêò ñëåäóþùèì âû÷èñëåíèåì, âïîëíå àíàëîãè÷íûì òàêîé æå âû-
êëàäêå â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå. Äëÿ ýòîãî íàéäåì ïðîèçâîäíóþ

∂L
∂xµ

=
∂L
∂q

∂q

∂xµ
+

∂L
∂(∂νq)

∂(∂νq)

∂xµ

è ïåðåïèøåì ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè, èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

∂L
∂q

=
∂

∂xν

∂L
∂(∂νq)

,

à âî âòîðîì ñëàãàåìîì ïðîèçâåä¼ì ïåðåñòàíîâêó ïîðÿäêà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ µ↔ ν:

∂(∂νq)

∂xµ
=

∂2q

∂xµ∂xν
=

∂2q

∂xν∂xµ
=
∂(∂µq)

∂xν
.

Â èòîãå ïîëó÷èì

∂L
∂xµ

=

[
∂

∂xν

∂L
∂(∂νq)

]
∂q

∂xµ
+

∂L
∂(∂νq)

∂(∂µq)

∂xν
=

∂

∂xν

[
∂L

∂(∂νq)

∂q

∂xµ

]
.

Çàòåì ïåðåïèøåì ëåâóþ ÷àñòü â âèäå

∂L
∂xµ

= gν
µ

∂L
∂xν

è ïåðåíåñåì íàïðàâî, òîãäà

∂

∂xν

{
∂L

∂(∂νq)

∂q

∂xµ
− gν

µL
}

= 0,

÷. ò. ä.
Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî èç èçîòðîïèè ïðîñòðàíñòâà ñëåäóåò ñîõðàíåíèå

ìîìåíòà èìïóëüñà ïîëÿ.

3.2.3. Êàëèáðîâî÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðâîãî ðîäà è ñîõðàíåíèå çàðÿäà

Ïóñòü L çàâèñèò îò êîìïëåêñíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ q1 = ϕ(x) è q2 = ϕ∗(x), à òàêæå îò
∂µϕ è ∂µϕ

∗ òàê, ÷òî L(q, ∂µq) íå èçìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíå ïîëåé

ϕ(x) → eiαϕ(x), ϕ∗(x) → e−iαϕ∗(x),

ãäå α � âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Êîíå÷íî, ïðè ýòîì íå èçìåíÿåòñÿ è âèä äåéñòâèÿ.
Â ýòîì ñëó÷àå δS = 0 ïðè

δxµ = 0 , δϕ(x) = iεϕ(x) , δϕ∗(x) = −iεϕ∗(x) ,

ãäå ε = δα→ 0. Ïðè ýòîì

δΘµ =

[
− ∂L
∂(∂µϕ)

ϕ+
∂L

∂(∂µϕ∗)
ϕ∗
]
iε
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è òåîðåìà Í¼òåð ãàðàíòèðóåò, ÷òî

∂

∂xµ
δΘµ = 0.

Ïîêàæåì ýòî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî δL = 0 ïðè óêàçàííûõ âàðèàöèÿõ, ò. å.

0 = δL =
∑

i

[
∂L
∂qi

δqi +
∂L

∂(∂µqi)
δ(∂µqi)

]
=

=
∑

i

[
∂L
∂qi

− ∂

∂xµ

∂L
∂(∂µqi)

]
δqi +

∂

∂xµ

[∑
i

∂L
∂(∂µqi)

δqi

]
.

Ïåðâàÿ êâàäðàòíàÿ ñêîáêà [. . .] = 0 â ñèëó óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, à âòîðîå ñëàãàåìîå
äà¼ò íåîáõîäèìûé ðåçóëüòàò.

Èòàê, åñëè ââåñòè 4-âåêòîð

jµ = −i
(

∂L
∂(∂µϕ)

ϕ− ∂L
∂(∂µϕ∗)

ϕ∗
)
,

òî
∂jµ

∂xµ

= 0

è ∫
j0d

3r = Q = const.

Âåëè÷èíà Q � ýòî çàðÿä (íå îáÿçàòåëüíî ýëåêòðè÷åñêèé, íàïðèìåð, áàðèîííûé).

�4. Äåéñòâèòåëüíîå ñêàëÿðíîå ïîëå Φ(x) = Φ∗(x)

Ïëîòíîñòü ôóíêöèè Ëàãðàíæà äåéñòâèòåëüíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ âûáèðàåì òàê

L(Φ, ∂µΦ) =
1

2

(
∂µΦ∂µΦ−m2Φ2

)
,

÷òîáû óðàâíåíèå Ëàãðàíæà

∂

∂xµ

∂L
∂(∂µΦ)

− ∂L
∂Φ

= ∂µ∂
µΦ +m2Φ = 0

ñîâïàäàëî ñ óðàâíåíèåì Êëåéíà-Ôîêà-Ãîðäîíà4(
p̂µp̂

µ −m2
)
Φ = 0

(íàïîìíèì, ÷òî p̂µ = i∂µ).
Ïðîâåä¼ì ðàçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî äëÿ ýëåê-

òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ,

Φ(x) =
∑
p

Np

[
ap(t)eipr + a∗p(t)e−ipr

]
.

4Ñâîéñòâà ýòîãî óðàâíåíèÿ îáñóæäàþòñÿ â �B.
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Èç óðàâíåíèé äâèæåíèÿ
äp(t) + (p2 +m2) ap(t) = 0

ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå E2(p) = p2 +m2 è çàâèñèìîñòü àìïëèòóä ap(t) îò âðåìåíè

ap(t) ∝ e−iεpt, a∗p(t) ∝ eiεpt , εp = +
√

p2 +m2.

Íîðìèðîâî÷íûé êîýôôèöèåíòNp âûáèðàåì èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè íà îäíó ÷àñòèöó
â îáú¼ìå V (ñì. (B.2b)):

Np =
1√
2εpV

.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè òàêîì âûáîðå

E =
∑
p

εpa
∗
pap .

Äëÿ ýòîãî íàéä¼ì ïëîòíîñòü ýíåðãèè

T 00 =
1

2

[
Φ̇2 + (∇Φ)2 +m2Φ2

]
.

Ýòà âåëè÷èíà îêàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé: T 00 ≥ 0. Ýíåðãèþ ïîëÿ ïðåä-
ñòàâèì â âèäå

E =

∫
T 00d3r =

1

2

∫
d3r
∑
p,p′

NpNp′
{(
ape

ipr − a∗pe
−ipr

) (
ap′e

ip′r − a∗p′e
−ip′r) ×

(−εpεp′ − pp′) +m2
(
ape

ipr + a∗pe
−ipr

) (
ap′e

ip′r + a∗p′e
−ip′r)} .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
∫
eipre−ip′r d3r = Vδpp′, ïîëó÷èì

E =
∑
p

N2
p2ε2

pVa∗pap =
∑
p

εpa
∗
pap .

Àíàëîãè÷íûå âûêëàäêè ñïðàâåäëèâû è äëÿ

P =
∑
p

p a∗pap .

Ïðîöåäóðà êâàíòîâàíèÿ ñâåä¼òñÿ ê çàìåíàì

ap(t) → âp , a∗p(t) → â+
p ,

ïðè ýòîì

E → Ĥ =
∑
p

1

2
εp
(
â+
p âp + âpâ

+
p

)
.

Ïðàâèëà êâàíòîâàíèÿ äëÿ îñöèëëÿòîðîâ ïîëÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ñòàòèñòèêå Áîçå-
Ýéíøòåéíà [

âp, â
+
p′
]

= δpp′, [âp, âp′] =
[
â+
p , â

+
p′
]

= 0
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ïðèâîäÿò ê ðàçóìíîìó ðåçóëüòàòó:

Ĥ =
∑
p

εp

(
n̂p +

1

2

)
,

ãäå îïåðàòîð ÷èñëà êâàíòîâ
n̂p = â+

p âp

èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ 0, 1, 2, 3, . . .. Îòñ÷èòûâàÿ ýíåðãèþ îò áåñêîíå÷íîé ñóììû
1
2

∑
p εp, ïîëó÷èì

Ĥ =
∑
p

εp n̂p ,

Àíàëîãè÷íî,
P̂ =

∑
p

p n̂p .

Îòñþäà âèäíî, ÷òî n̂p èìååò ñìûñë îïåðàòîðà ÷èñëà êâàíòîâ ñ ýíåðãèåé εp è èìïóëüñîì
p.

Åñëè áû ìû âûáðàëè ïðàâèëà êâàíòîâàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ñòàòèñòèêè Ôåðìè,
ò. å.

{
âp, â

+
p′
}

= δpp′, òî îïåðàòîð Ĥ âîîáùå íå çàâèñèë áû îò n̂p.
Â ãàéçåíáåðãîâñêîì ïðåäñòàâëåíèè

Φ̂ (x) =
∑
p

(
âp

e−ipx√
2εpV

+ â+
p

eipx√
2εpV

)
,

px = εpt− pr, εp = +
√

p2 +m2,

ïðè÷åì, âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ
e−ipx√
2εpV

ñîîòâåòñòâóåò îäíîé ÷àñòèöå âî âñ¼ì îáú¼ìå V .

�5. Êîìïëåêñíîå ñêàëÿðíîå ïîëå ϕ (x) 6= ϕ∗ (x)

Êàê è âûøå, ïëîòíîñòü ôóíêöèè Ëàãðàíæà êîìïëåêñíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ âûáèðàåì
òàê

L(ϕ, ϕ∗, ∂µϕ, ∂µϕ
∗) = ∂µϕ

∗∂µϕ−m2ϕ∗ϕ ,

÷òîáû óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà

∂

∂xµ

∂L
∂(∂µϕ∗)

− ∂L
∂ϕ∗

= ∂µ∂
µϕ+m2ϕ = 0 ,

∂

∂xµ

∂L
∂(∂µϕ)

− ∂L
∂ϕ

= ∂µ∂
µϕ∗ +m2ϕ∗ = 0

ñîâïàäàëè ñ óðàâíåíèåì Êëåéíà-Ôîêà-Ãîðäîíà äëÿ ôóíêöèé ϕ(x) è ϕ∗(x).
Äàëåå íàõîäèì

T µν = ∂µϕ∗∂νϕ+ ∂νϕ∗∂µϕ− gµνL,
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ïëîòíîñòü ýíåðãèè ïîëÿ

T 00 = ϕ̇∗ϕ̇+ (∇ϕ∗) (∇ϕ) +m2ϕ∗ϕ ≥ 0,

ýíåðãèþ ïîëÿ E =
∫
T 00 d3r, èìïóëüñ ïîëÿ P n =

∫
T n0 d3r, òîê

jµ = i [ϕ∗∂µϕ− (∂µϕ
∗)ϕ] , j0 = i (ϕ∗ϕ̇− ϕ̇∗ϕ) ,

è çàðÿä ïîëÿ

Q =

∫
j0d

3r.

Ïðîâåäåì ðàçëîæåíèå ïî ïëîñêèì âîëíàì áåç óñëîâèÿ äåéñòâèòåëüíîñòè ôóíêöèè
ϕ (x), ò. å.

ϕ (x) =
∑
p

Np

(
ap (t) eipr + ãp (t) e−ipr

)
, Np =

1√
2εpV

,

ïðè÷¼ì ãp (t) 6= a∗p (t), íî êàê è âûøå

ap (t) ∝ e−iεpt , ãp (t) ∝ e+iεpt .

Ïðè êâàíòîâàíèè ap(t) ïåðåõîäèò â âp � îïåðàòîð óíè÷òîæåíèÿ ÷àñòèöû, íî ãp (t)

ïåðåõîäèò â îïåðàòîð ðîæäåíèÿ äðóãîé ÷àñòèöû, ïîýòîìó ìû îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç b̂+p ,
òàêèì îáðàçîì

ap (t) → âp, ãp (t) → b̂+p ,

a∗p (t) → â+
p , ã∗p (t) → b̂p .

Â èòîãå îïåðàòîðû ïîëÿ â ãàéçåíáåðãîâñêîì ïðåäñòàâëåíèè èìåþò âèä:

ϕ̂ (x) =
∑
p

(
âp

e−ipx√
2εpV

+ b̂+p
eipx√
2εpV

)
, (5.1a)

ϕ̂+ (x) =
∑
p

(
â+
p

eipx√
2εpV

+ b̂p
e−ipx√
2εpV

)
, (5.1b)

à îïåðàòîðû ýíåðãèè, èìïóëüñà è îïåðàòîð çàðÿäà òàêîâû:

Ĥ =
∑
p

εp

(
â+
p âp + b̂pb̂

+
p

)
, P̂ =

∑
p

p
(
â+
p âp + b̂pb̂

+
p

)
, Q̂ =

∑
p

(
â+
p âp − b̂pb̂

+
p

)
.

Êàê è â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, èñïîëüçóåì ïðàâèëà êâàíòîâàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå
ñòàòèñòèêå Áîçå-Ýéíøòåéíà:[

âp, â
+
p

]
= δpp′ ,

[
b̂p, b̂

+
p

]
= δpp′ ,

à âñå îñòàëüíûå ïàðû îïåðàòîðîâ êîììóòèðóþò[
âp, b̂p′

]
=
[
â+
p , b̂p′

]
=
[
âp, b̂

+
p′

]
=
[
â+
p , b̂

+
p′

]
= 0,

[âp, âp′ ] =
[
b̂p, b̂p′

]
=
[
â+
p , â

+
p′

]
=
[
b̂+p , b̂

+
p′

]
= 0 .
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Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷èì (îòáðàñûâàÿ áåñêîíå÷íûå êîíñòàíòû)

Ĥ =
∑
p

εp
(
n̂p + n̂p

)
, P̂ =

∑
p

p
(
n̂p + n̂p

)
, Q =

∑
p

(
n̂p − n̂p

)
,

ãäå
n̂p = â+

p âp

� îïåðàòîðû ÷èñëà ÷àñòèö ñîðòà a, à

n̂p = b̂+p b̂p

� îïåðàòîðû ÷èñëà ÷àñòèö ñîðòà b. Îòñþäà âèäíî, ÷òî ÷àñòèöû ñîðòà a (b) èìåþò
ýíåðãèþ εp (εp), èìïóëüñ p (p), çàðÿä +1 (−1). ×àñòèöû ñîðòà b íàçûâàþòñÿ àíòè÷à-
ñòèöàìè. Â ðàçëîæåíèè (1) âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ

e−ipx√
2εpV

ñîîòâåòñòâóåò îäíîé ÷àñòèöå âî âñåì îáú¼ìå V .

�6. C, P , T -ïðåîáðàçîâàíèÿ êîìïëåêñíîãî ñêàëÿðíîãî
ïîëÿ
C-ïðåîáðàçîâàíèå � çàðÿäîâîå (C � charge) ïðåîáðàçîâàíèå îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøå-
íèÿìè

âp → b̂p, b̂p → âp, â+
p → b̂+p , b̂+p → â+

p ,

ò. å. ÷àñòèöû çàìåíÿþòñÿ íà àíòè÷àñòèöû è íàîáîðîò. Ïðè ýòîì

ϕ̂ (x) → ϕ̂C (x) = ϕ̂+ (x) . (6.1)

P -ïðåîáðàçîâàíèå � ïðîñòðàíñòâåííàÿ èíâåðñèÿ (P � parity) � îòðàæåíèå òð¼õ
îñåé r → −r, ïðè ýòîì

ϕ (t, r) → ϕP (t, r) = ηPϕ (t,−r) ,

ãäå ηP � ôàçîâûé ìíîæèòåëü. Äâîéíîå ïðèìåíåíèå îïåðàöèè P äà¼ò η2
Pϕ (t, r) = ϕ (t, r),

ò. å. ηP = ±1. Åñëè ηP = +1 ïîëå íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíûì, åñëè ηP = −1 ïîëå íàçûâàåòñÿ
ïñåâäîñêàëÿðíûì.

Ïðåîáðàçîâàíèå îïåðàòîðîâ ïîëÿ:

ϕ̂ (t, r) → ϕ̂P (t, r) = ηP

∑
p

1√
2εpV

(
âpe

−i(εpt+pr) + b̂+p e
i(εpt+pr)

)
Èçìåíèì çíàê èíäåêñà ñóììèðîâàíèÿ p, òîãäà

ϕ̂P (t, r) = ηP

∑
p

1√
2εpV

(
â−pe

−ipx + b̂+−pe
ipx
)
, px = εpt− pr,

ò. å.
âp → ηP â−p, b̂+p → ηP b̂

+
−p,
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àíàëîãè÷íî
â+
p → ηP â

+
−p, b̂p → ηP b̂−p.

Îòñþäà � îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ (óíè÷òîæåíèÿ) ÷àñòèö è àíòè÷àñòèö ïðåîáðàçóþòñÿ
îäèíàêîâî, ò. å. âíóòðåííèå ÷¼òíîñòè ÷àñòèö è àíòè÷àñòèö ñêàëÿðíîãî ïîëÿ
îäèíàêîâû.

Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà: x → x′ = Λ̂x, èëè x′µ = Λν
µxν , ìàòðèöà Λν

µ çàâèñèò
íåïðåðûâíûì îáðàçîì îò ïàðàìåòðîâ ãðóïïû Ëîðåíöà � óãëîâ ïîâîðîòà â øåñòè ïëîñ-
êîñòÿõ xy, yz, zx, tx, ty, tz. Îïðåäåëèòåëü ýòîé ìàòðèöû det

(
Λν

µ

)
= +1. Ñêàëÿðíàÿ (è

ïñåâäîñêàëÿðíàÿ) ôóíêöèÿ íå èçìåíèòñÿ ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè:

ϕ (x) → ϕΛ (x) = ϕ
(
Λ̂−1x

)
.

Îòðàæåíèå âñåõ ÷åòûð¼õ îñåé x → x′ = −x èìååò det
(
Λν

µ

)
= +1 è ôîðìàëüíî-

ìàòåìàòè÷åñêè ìîæåò áûòü îòíåñåíî ê íåïðåðûâíûì ïðåîáðàçîâàíèÿì, ïîýòîìó äëÿ
íåãî

ϕ (t, r) = +ϕ (−t,−r) .

Äëÿ îïåðàòîðîâ ïîëÿ îòñþäà ïîëó÷èì

âp → b̂+p , b̂p → â+
p ,

ò. å. ýòî ïðåîáðàçîâàíèå âêëþ÷àåò òàêæå è çàìåíó ÷àñòèö àíòè÷àñòèöàìè.
T (time)-ïðåîáðàçîâàíèå � îòðàæåíèå âðåìåíè t → −t. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå

óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà i∂Ψ
∂t

= ĤΨ íå èçìåíÿåò ñâîåãî âèäà, åñëè îäíîâðåìåííî ñ èçìå-
íåíèåì çíàêà t ñäåëàòü êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå, ò. å. t→ −t è Ψ → Ψ∗. Ïîýòîìó

ϕ̂ (t, r) → ϕ̂T (t, r) = ηT ϕ̂
+ (−t, r) ,

âp → ηT â
+
−p, b̂+p → ηT b̂−p.

Åñëè äàëåå ñäåëàòü C è P ïðåîáðàçîâàíèÿ, òî

ϕ̂ (t, r) → ϕ̂PCT (t, r) = ηPηT ϕ̂ (−t,−r) ,

ò. å. ôàêòè÷åñêè ýòî áóäåò ïðåîáðàçîâàíèå x → −x ñ îïðåäåëèòåëåì +1, ïîýòîìó
ϕ̂PCT (t, r) = ϕ̂ (t, r), ò. å. ηPηT = +1, ηT = ηP = ±1.

�7. C, P , T -ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïî-
ëÿ
Äëÿ ïîëíîòû ïðèâåä¼ì î÷åâèäíûå ôîðìóëû C, P è T -ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ýëåêòðîìàã-
íèòíîãî ïîëÿ:

AC
µ (x) = −Aµ (x) ,

AP
0 (t, r) = A0 (t,−r) , AP (t, r) = −A (t,−r) ,

AT
0 (t, r) = A0 (−t, r) , AT (t, r) = −A (−t, r) .

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè ñëåäóåò, ÷òî êîíå÷íûå ñîñòîÿíèÿ â γγ-ñîóäàðåíèÿõ èìåþò ïî-
ëîæèòåëüíóþ C-÷¼òíîñòü. Íàïðîòèâ, åñëè êîíå÷íûå ñîñòîÿíèÿ â e+e− àííèãèëÿöèè îá-
ðàçóþòñÿ ÷åðåç îäíîôîòîííîå âèðòóàëüíîå ñîñòîÿíèå, òî îíè èìåþò îòðèöàòåëüíóþ
C-÷¼òíîñòü.
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�8. Ñïèíîðíîå ïîëå Äèðàêà
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè âûáîðå ïëîòíîñòè ôóíêöèè Ëàãðàíæà â âèäå

L
(
Ψ(x), Ψ(x), ∂µΨ(x), ∂µΨ(x)

)
=

1

2

[
Ψγµ i∂

µΨ− (i∂µΨ)γµΨ
]
−mΨΨ,

óðàâíåíèå Ëàãðàíæà ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì Äèðàêà, ñâîéñòâà êîòîðîãî ïîäðîáíî îá-
ñóæäàþòñÿ â �C��F. Â ÷àñòíîñòè, â �E áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âîëíîâûå ôóíêöèè

e−ipx√
2εpV

upσ è
eipx√
2εpV

vpσ

îáðàçóþò ïîëíûé íàáîð, íîðìèðîâêà ýòèõ âîëíîâûõ ôóíêöèé ñîîòâåòñòâóåò îäíîé ÷à-
ñòèöû â îáú¼ìå V . Ðàçëàãàÿ ïî ýòèì ôóíêöèÿì îïåðàòîðû ñïèíîðíîãî ïîëÿ òàê æå, êàê
ýòî áûëî ñäåëàíî äëÿ êîìïëåêñíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ, ïîëó÷èì

Ψ̂ (x) =
∑
pσ

(
âpσ

e−ipx√
2εpV

upσ + b̂+pσ

eipx√
2εpV

vpσ

)
,

Ψ̂ (x) =
∑
pσ

(
â+
pσ

eipx√
2εpV

upσ + b̂pσ
e−ipx√
2εpV

vpσ

)
.

Çäåñü â+
pσ (âpσ) � îïåðàòîð ðîæäåíèÿ (óíè÷òîæåíèÿ) ñâîáîäíîé ÷àñòèöû ñ èìïóëü-

ñîì p, ýíåðãèåé εp = +
√

p2 +m2 è ïîëÿðèçàöèåé σ, à b̂+pσ (b̂pσ) � îïåðàòîð ðîæäåíèÿ

(óíè÷òîæåíèÿ) ñâîáîäíîé àíòè÷àñòèöû ñ èìïóëüñîì p, ýíåðãèåé εp = +
√

p2 +m2 è
ïîëÿðèçàöèåé σ.

Ýíåðãèþ ïîëÿ óäîáíî ðàññ÷èòàòü, ñòàðòóÿ îò ãàìèëüòîíîâîé ôîðìû óðàâíåíèÿ Äè-
ðàêà (ñì. �C.5):

E =

∫
Ψ+ i

∂Ψ (x)

∂t
d3r =

∫
Ψγ0i

∂Ψ (x)

∂t
d3r .

Äàëåå îáû÷íûì îáðàçîì ïîëó÷èì

E → Ĥ =
∑
pσ

εp

(
â+
pσâpσ − b̂pσ b̂

+
pσ

)
.

Ïðè âûâîäå ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà èñïîëüçîâàëèñü íîðìèðîâêà è îðòîãîíàëüíîñòü áèñ-
ïèíîðîâ (ñì. (E.3), (E.8), (E.11)) è ñîîòíîøåíèÿ (E.12), ÷òî äà¼ò:

upσγ
0upσ′ = 2εpδσσ′ , vpσγ

0vpσ′ = 2εpδσσ′ ,

upσγ
0v−pσ′ = vpσγ

0u−pσ′ = 0,

×òîáû âûðàæåíèå äëÿ Ĥ èìåëî ñìûñë, íåîáõîäèìî êâàíòîâàòü ïî Ôåðìè-Äèðàêó:{
âpσ, â

+
pσ

}
= 1,

{
b̂pσ, b̂

+
pσ

}
= 1,

à âñå îñòàëüíûå ïàðû îïåðàòîðîâ â, â+, b̂, b̂+ àíòèêîììóòèðóþò. Â ýòîì ñëó÷àå

Ĥ =
∑
pσ

εp
(
n̂pσ + n̂pσ − 1

)
, n̂pσ = â+

pσâpσ , n̂pσ = b̂+pσ b̂pσ ,
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à äëÿ çàðÿäà

Q =

∫
j0 (x) d3r =

∫
Ψ (x) γ0Ψ (x) d3r

àíàëîãè÷íî
Q→ Q̂ =

∑
pσ

(
â+
pσâpσ + b̂pσ b̂

+
pσ

)
=
∑
pσ

(
n̂pσ − n̂pσ + 1

)
,

ãäå n̂pσ � îïåðàòîð ÷èñëà ÷àñòèö, à n̂pσ � îïåðàòîð ÷èñëà àíòè÷àñòèö.

� 9. Ïðåäñòàâëåíèå âçàèìîäåéñòâèÿ
Íàïîìíèì, ÷òî â øð¼äèíãåðîâñêîì ïðåäñòàâëåíèè îïåðàòîðû ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí íå
çàâèñÿò îò âðåìåíè, à çàâèñÿùèé îò âðåìåíè âåêòîð ñîñòîÿíèÿ Ψ (t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-
íåíèþ Øð¼äèíãåðà

i
∂Ψ (t)

∂t
= ĤΨ (t) .

Ðàçëîæèì Ψ (t) ïî ñòàöèîíàðíûì ñîñòîÿíèÿì Ψn (0), òàêèì, ÷òî ĤΨn (0) = EnΨn (0),
òîãäà

Ψ (t) =
∑

n

cnΨn (0) e−iEnt. (9.1)

Òàê êàê
e−iĤtΨn (0) = e−iEntΨn (0) ,

òî (1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â êîìïàêòíîì âèäå

Ψ (t) = Û (t)
∑

n

cnΨn (0) = Û (t) Ψ (0) , (9.2)

ãäå óíèòàðíûé îïåðàòîð
Û (t) = e−iĤt (9.3)

ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò çàâèñèìîñòü âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ îò âðåìåíè.
Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (2), ñðåäíåå çíà÷åíèå îïåðàòîðà Â

〈A (t)〉 =
〈
Ψ (t) |Â|Ψ (t)

〉
,

ìîæíî ïåðåïèñàòü â òàêîì âèäå

〈A (t)〉 =
〈
Ψ (0) |ÂΓ (t) |Ψ (0)

〉
, ÂΓ (t) = Û−1 (t) ÂÛ (t) , (9.4)

â êîòîðîì îò âðåìåíè çàâèñèò îïåðàòîð ÂΓ(t), à âåêòîð ñîñòîÿíèÿ Ψ (0) íå çàâèñèò îò
âðåìåíè. Òàêàÿ êàðòèíà ðàçâèòèÿ ñèñòåìû âî âðåìåíè íàçûâàåòñÿ ãàéçåíáåðãîâñêèì
ïðåäñòàâëåíèåì.

Ïóñòü
Ĥ = Ĥ0 + V̂ ,

ãäå V̂ � âçàèìîäåéñòâèå. Åñëè âçàèìîäåéñòâèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìàëîå âîç-
ìóùåíèå, òî ñòðîèòåëüñòâî òåîðèè âîçìóùåíèé óäîáíî ïðîèçâîäèòü â ïðåäñòàâëåíèè
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âçàèìîäåéñòâèÿ, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ òàê. Ââåäåì íîâûé óíèòàðíûé îïåðàòîð ðàçâè-
òèÿ

Û0 (t) = e−iĤ0t (9.5)

è íîâûé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ
Φ (t) = Û−1

0 (t) Ψ (t) .

Ýòîò âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ

i
∂Φ (t)

∂t
= i

∂Û−1
0 (t)

∂t
Ψ (t) + iÛ−1

0 (t)
∂Ψ (t)

∂t
= −U−1

0 (t) Ĥ0Ψ (t) + U−1
0 (t) ĤΨ (t)

èëè

i
∂Φ (t)

∂t
= V̂ (t) Φ (t) , (9.6)

ãäå
V̂ (t) = Û−1

0 (t) V̂ Û0 (t) .

Ïðåäñòàâëåíèå âçàèìîäåéñòâèÿ î÷åíü óäîáíî ïî ñëåäóþùèì ñîîáðàæåíèÿì:

• ïðè V̂ = 0 îíî ïåðåõîäèò â ãàéçåíáåðãîâñêîå ïðåäñòàâëåíèå, êîòîðîå ìû èñïîëü-
çîâàëè äî ñèõ ïîð äëÿ êîâàðèàíòíîãî îïèñàíèÿ îïåðàòîðîâ ïîëåé;

• âåêòîð ñîñòîÿíèÿ Φ (t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (6), â êîòîðîì ïðàâàÿ ÷àñòü ñî-
äåðæèò ìàëûé ïàðàìåòð, ÷òî î÷åíü óäîáíî äëÿ ïîñòðîåíèÿ òåîðèè âîçìóùåíèé.

� 10. Èíâàðèàíòíàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé

Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ôîðìàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà i∂Ψ(t)
∂t

= ĤΨ (t)
áûëî ïîëó÷åíî â êîìïàêòíîì âèäå

Ψ (t) = e−iĤtΨ (0) ,

èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå Ψ (0) ïî ñòàöèîíàðíûì ñîñòîÿíèÿì. Ýòîò æå îòâåò ìîæíî ïî-
ëó÷èòü èíà÷å. Âðåìåííîé èíòåðâàë îò 0 äî t ðàçîáü¼ì íà ìàëåíüêèå ó÷àñòêè δtα. Íà
ó÷àñòêå îò tα äî (tα + δtα) ìîæíî çàïèñàòü

Ψ (tα + δtα) = e−iĤδtαΨ (tα) .

Ïîâòîðÿÿ ýòó ïðîöåäóðó, ïîëó÷èì

Ψ (t) =
∏
α

e−iĤδtαΨ (0) .

Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî îïåðàòîðû e−iĤδtα è e−iĤδtβ êîììóòèðóþò, ïåðåïèøåì∏
α

e−iĤδtα = e
−iĤ

∑
α

δtα
= e−iĤt = Û (t) .

Òàê æå ìîæíî äåéñòâîâàòü è ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ äëÿ âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ â ïðåä-
ñòàâëåíèè âçàèìîäåéñòâèÿ Φ (t), äëÿ êîòîðîãî i∂Φ(t)

∂t
= V̂ (t) Φ (t). Èìåííî, èíòåðâàë îò
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íà÷àëüíîãî âðåìåíè ti äî êîíå÷íîãî tf ðàçîáüåì íà ìàëûå ó÷àñòêè δtα, ïðè ýòîì êàê è
âûøå

Φ (tα + δtα) = e−iV̂ (tα)δtαΦ (tα) .

Ïîâòîðÿÿ ýòó ïðîöåäóðó, ïîëó÷èì

Φ (tf ) =
∏
α

e−iV̂ (tα)δtαΦ (ti) .

Ñóùåñòâåííàÿ ðàçíèöà ñ ïðåäûäóùèì çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: îïåðàòîðû V̂ (tα) è
V̂ (tβ), âîîáùå ãîâîðÿ, íå êîììóòèðóþò äðóã ñ äðóãîì. Ââåäåì ôîðìàëüíî îïåðàòîð
óïîðÿäî÷èâàíèÿ ïî âðåìåíè T̂ , ïîä çíàêîì ýòîãî îïåðàòîðà ìîæíî ïåðåïèñàòü

∏
α

e−iV̂ (tα) δtα = T̂ e
−i

∑
α

V̂ (tα) δtα
= T̂ e

−i

tf∫
ti

V̂ (t) dt

= Û .

Êîíñòðóêòèâíûé ñìûñë ýòîìó ôîðìàëüíîìó âûðàæåíèþ ìîæíî ïðèäàòü, ðàçëîæèâ
ýêñïîíåíòó â ðÿä è ïðîâåäÿ â ïîëó÷åííûõ ìíîãîêðàòíûõ èíòåãðàëàõ óïîðÿäî÷èâàíèå
ïî tk,

Û =
∞∑

n=0

(−i)n

n!
T̂

tf∫
ti

V̂ (t1) dt1 . . .

tf∫
ti

V̂ (tn) dtn.

Åñëè òåïåðü óñòðåìèòü ti → −∞, tf →∞, òî

Û → Ŝ = T̂ e−i
∫

V̂ (t)dt =
∞∑

n=0

(−i)n

n!
T̂

∫
V̂ (t1) dt1 . . .

∫
V̂ (tn) dtn.

Ýëåìåíòû S-ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåõîäó èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ |i〉 â êîíå÷-
íîå ñîñòîÿíèå |f〉, ñóòü ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû

Sfi = 〈f | Ŝ |i〉 .

Ïðèìåð ÊÝÄ:

L =
1

2

{
Ψγµ (i∂µ − eAµ) Ψ +

[
(−i∂µ − eAµ) Ψ

]
γµΨ

}
−mΨΨ,

òàê ÷òî ïëîòíîñòü ôóíêöèè Ëàãðàíæà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ âçàèìîäåéñòâèþ ýëåêòðîíîâ
è ôîòîíîâ, èìååò âèä:

LI = −eΨ(x)γµΨ(x)Aµ(x)

(åñëè ÷àñòèöà � ýëåêòðîí, òî e < 0). Â èòîãå â ÊÝÄ

V̂ (t) = −
∫
LId

3r =

∫
V̂ (x)d3r , V̂ (x) = eΨ̂(x) (x) γµΨ̂ (x) Âµ (x)

è
Ŝ = T̂ e−i

∫
V̂ (x) d4x = T̂ e−ie

∫
Ψ̂(x)γµΨ̂(x)Âµ(x) d4x

� óíèòàðíûé, ðåëÿòèâèñòñêè èíâàðèàíòíûé îïåðàòîð. Òàê êàê êîíñòàíòà ýëåêòðîìàã-
íèòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ |e| =

√
α ìàëà, òåîðèÿ âîçìóùåíèé îêàçûâàåòñÿ î÷åíü ýôôåê-

òèâíûì ñïîñîáîì ðàñ÷åòîâ â ÊÝÄ.
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Ïðèìåð ñêàëÿðíûõ ïîëåé � âçàèìîäåéñòâèå êîìïëåêñíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ϕ (x) è
äåéñòâèòåëüíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ Φ (x):

Ŝ = T̂ e−ig
∫

φ̂+(x)ϕ̂(x)Φ̂(x) d4x ,

ãäå g � êîíñòàíòà âçàèìîäåéñòâèÿ.
Âçàèìîäåéñòâèå ñïèíîðíîãî ïîëÿ Ψ (x) è äåéñòâèòåëüíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ Φ (x):

Ŝ = T̂ e−ig
∫

Ψ̂(x)Ψ̂(x)Φ̂(x) d4x.

� 11. Àìïëèòóäû è âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäîâ
11.1. Àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ

Ðàññìîòðèì ïåðåõîä èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ |i〉 ñ

Ðèñ. 5. Ïåðåõîä |i〉 → |f〉

ñóììàðíûì 4-èìïóëüñîì Pi =
∑

i pi â êîíå÷íîå ñîñòîÿ-
íèå |f〉 ñ Pf =

∑
f p

′
f (ðèñ. 5). Àìïëèòóäà âåðîÿòíîñòè

òàêîãî ïåðåõîäà 〈f | Ŝ |i〉 = Sfi � ìàòðè÷íûé ýëåìåíò
îïåðàòîðà ïåðåõîäà Ŝ, â òåîðèè âîçìóùåíèé ýòîò îïå-
ðàòîð èìååò âèä

Ŝ = T̂ e−i
∫

V̂ (x)d4x,

ãäå V̂ (x) � ïëîòíîñòü îïåðàòîðà âîçìóùåíèÿ. Óäîáíî âûäåëèòü èç Sfi òðèâèàëüíûé
âêëàä, δfi, à â îñòàòêå â ÿâíîì âèäå ó÷åñòü çàêîí ñîõðàíåíèÿ 4-èìïóëüñà:

Sfi = δfi + i (2π)4 δ (Pi − Pf )Tfi.

Ïóñòü íà÷àëüíîìó ñîñòîÿíèþ îòâå÷àåò âðåìÿ ti, à êîíå÷íîìó � âðåìÿ tf (çàòåì
ti → −∞, tf →∞) è ïóñòü ∆t = tf − ti, òîãäà âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà â åäèíèöó âðåìåíè
ïðè |i〉 6= |f〉 ðàâíà

dẆi→f =
|Sfi|2

∆t

∏
f

Vd3p′f

(2π)3 =
[
(2π)4 δ (Pi − Pf )

]2 |Tfi|2

∆t

∏
f

Vd3p′f

(2π)3 .

Êâàäðàò δ-ôóíêöèè â ýòîì âûðàæåíèè ìîæåò áûòü ðàñøèôðîâàí ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(2π)4 [δ (Pi − Pf )]
2 = δ (Pi − Pf ) · (2π)4δ(0)

è äàëåå

(2π)4δ(0) =

tf∫
ti

dt

∫
V

d3r ei(Pi−Pf)x
∣∣∣
Pi=Pf

= V∆t.

Òàêèì îáðàçîì,

dẆi→f = (2π)4δ (Pi − Pf ) V |Tfi|2
∏
f

Vd3p′f

(2π)3 .
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×èñëî ñîñòîÿíèé
Vd3p′f
(2π)3 ñîîòâåòñòâóåò íîðìèðîâêå íà îäíó ÷àñòèöó âî âñ¼ì îáú¼ìå V .

Ýòî îòâå÷àåò âîëíîâîé ôóíêöèè

e−ipx√
2εpV

äëÿ ñêàëÿðíûõ ÷àñòèö,

e−ikx√
2ωkV

√
4π eµ

kλ äëÿ ôîòîíà ,

e−ipx√
2εpV

upσ äëÿ ýëåêòðîíà .

Óäîáíî âûíåñòè ìíîæèòåëü 1√
2εpV

äëÿ âñåõ ÷àñòèö, ââåäÿ íîâóþ âåëè÷èíó àìïëè-

òóäó ðàññåÿíèÿ Mfi:

Sfi = δfi + i (2π)4 δ (Pi − Pf ) Mfi

∏
if

1√
2εpV

.

11.2. Øèðèíà ðàñïàäà
Âåðîÿòíîñòü ðàñïàäà ÷àñòèöû â åäèíèöó âðåìåíè èëè øèðèíà ðàñïàäà ðàâíà

dẆi→f ≡ dΓi→f = (2π)4 δ (p− Pf )
V

2εV
|Mfi|2

∏
f

d3p′f

2ε′f (2π)3 .

Âñïîìîãàòåëüíîå ïîíÿòèå, îáú¼ì V , èñ÷åçëî èç ýòîãî âûðàæåíèÿ.

Ðèñ. 6. Êèíåìàòèêà ðàñ-

ïàäà

Åñëè èä¼ò ðàñïàä â ñèñòåìå ïîêîÿ íà÷àëüíîé ÷àñòèöû
ñ ìàññîé m íà äâå ÷àñòèöû ñ ýíåðãèÿìè ε′1 + ε′2 = m è
èìïóëüñàìè p′1 = −p′2 (ðèñ. 6), òî

dΓi→f =
|Mfi|2

32π2m2
|p′1|dΩ′

1.

11.3. Ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ
Äâå ÷àñòèöû, ñîóäàðÿÿñü, ïåðåõîäÿò â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå èç n

Ðèñ. 7. Êèíåìàòèêà ðàñ-

ñåÿíèÿ

÷àñòèö (ðèñ. 7). Âåðîÿòíîñòü òàêîãî ïåðåõîäà â åäèíèöó
âðåìåíè ðàâíà

dẆi→f = (2π)4 δ (p1 + p2 − Pf )
|Mfi|2

2ε1V2ε2V
V
∏
f

d3p′f

2ε′f (2π)3

Ñå÷åíèå

dσ =
dẆ

j
,

ãäå j � ïëîòíîñòü ïîòîêà. Ïðè íîðìèðîâêè íà îäíó ÷àñòèöó â îáú¼ìå V ïëîòíîñòü
ïîòîêà â ñ.ö.è. ðàâíà

j =
v1

V
+
v2

V
=

1

V

(
|p1|
ε1

+
|p2|
ε2

)
=
|p1| (ε1 + ε2)

Vε1ε2

.
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Â ñå÷åíèè îáú¼ì V èñ÷åçàåò:

dσ = (2π)4 δ (p1 + p2 − Pf )
|Mfi|2

4I

∏
f

d3p′f

2ε′f (2π)3 ,

ãäå I = |p1| (ε1 + ε2) =
√

(p1p2)
2 −m2

1m
2
2 � èíâàðèàíò Ì¼ëëåðà.

Äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ p1 + p2 → p′1 + p′2 èìååì â ñ.ö.è.

dσ =

∣∣∣∣ Mfi

8π (ε1 + ε2)

∣∣∣∣2 |p′1||p1|
dΩ′

1.

Åñëè âåñòè ïåðåìåííóþ t = (p1 − p′1)
2, òî

dσ =
|Mfi|
64π

2d (−t)
I2

dϕ

2π
.

�12. Ïåðâûé ïîðÿäîê òåîðèè âîçìóùåíèé

12.1. Âçàèìîäåéñòâèå gϕ̂+ϕ̂Φ̂

Ðàññìîòðèì âçàèìîäåéñòâèå ÷àñòèö êîìïëåêñíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ϕ (x) è äåéñòâèòåëü-
íîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ Φ (x). Äëÿ íåãî îïåðàòîð Ŝ â ïåðâîì ïîðÿäêå èìååò âèä

Ŝ(1) = −ig
∫
d4xϕ̂+ (x) ϕ̂ (x) Φ̂ (x)

(çäåñü íåò ðàçíûõ âðåì¼í è ïîýòîìó îïåðàòîð T̂ îïóùåí).
Ïîëå

ϕ̂ (x) =
∑
p

(
âp

e−ipx√
2εpV

+ b̂+p
eipx√
2εpV

)
,

ñîäåðæèò ñëàãàåìûå, ñîîòâåòñòâóþùèå óíè÷òîæåíèþ ÷àñòèöû ñ 4-èìïóëüñîì p (îïåðà-
òîð âp)

èëè ðîæäåíèþ àíòè÷àñòèöû ñ 4-èìïóëüñîì p (îïåðàòîð b̂+p )

Ïîëå

ϕ̂+ (x) =
∑
p

(
â+
p

eipx√
2εpV

+ b̂p
e−ipx√
2εpV

)
,

ñîäåðæèò ñëàãàåìûå, ñîîòâåòñòâóþùèå ðîæäåíèþ ÷àñòèöû (îïåðàòîð â+
p )

èëè óíè÷òîæåíèþ àíòè÷àñòèöû (îïåðàòîð b̂p)
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Áóäåì óñëîâíî íàçûâàòü ÷àñòèöû π−, àíòè÷àñòèöû π+.
Ïîëå

Φ̂ (x) =
∑
k

(
ĉk

e−ikx

√
2εkV

+ ĉ+k
eikx

√
2εkV

)
,

ñîäåðæèò ñëàãàåìûå, ñîîòâåòñòâóþùèå óíè÷òîæåíèþ íåéòðàëüíîé ÷àñòèöû ñ 4-
èìïóëüñîì k (îïåðàòîð ĉk)

èëè ðîæäåíèþ òàêîé æå íåéòðàëüíîé ÷àñòèöû ñ 4-èìïóëüñîì k (îïåðàòîð ĉ+k )

Áóäåì êâàíòû ïîëÿ Φ (x) óñëîâíî íàçûâàòü π0, ïðè÷åì ìàññû m0 è m+ = m− ìîãóò
áûòü ïðîèçâîëüíûìè.

Òàêèì îáðàçîì, Ŝ(1) ìîæåò îïèñûâàòü ïðîöåññû

π± → π± + π0, π± + π0 → π±, π0 → π+ + π−, π+ + π− → π0 .

Ïðèìåð 1.

Ðèñ. 8. Ðàñïàä π− →
π− + π0

Ðàññìîòðèì ïðîöåññ ðàñïàäà π− → π− + π0 (ðèñ. 8), äëÿ
êîòîðîãî

|i〉 = â+
p |0〉 , |f〉 = â+

p′ ĉ
+
k |0〉 .

Ìàòðè÷íûé ýëåìåíò S-ìàòðèöû ðàâåí

S
(1)
fi = −ig

∫
d4x 〈0| âp′ ĉk ϕ̂

+ (x) ϕ̂ (x) Φ̂ (x) â+
p |0〉 = −ig

∫
F (x) f (x) d4x,

ãäå ôóíêöèÿ F (x) ñîîòâåòñòâóåò ïëîñêîé âîëíå êîíå÷íîãî π0:

F (x) = 〈0| ĉk Φ̂ (x)︸ ︷︷ ︸ |0〉 = 〈0| ĉk
∑
k′

(
ĉk′

e−ik′x

√
2εk′V

+ ĉ+k′
eik′x

√
2εk′V

)
|0〉 =

eikx

√
2εkV

.

Çäåñü ìû ó÷ëè, ÷òî

〈0| ĉkĉk′ |0〉 = 0, 〈0| ĉkĉ+k′ |0〉 = δkk′

è îòìåòèëè çíàêîì . . .︸︷︷︸ �ñâ¼ðòêó� äâóõ îïåðàòîðîâ.
Àíàëîãè÷íî, ôóíêöèÿ f (x) ñîîòâåòñòâóåò ïëîñêèì âîëíàì íà÷àëüíîãî è êîíå÷íîãî

π− è ñîäåðæèò äâå ñâ¼ðòêè:

f (x) = 〈0| âp′ϕ̂
+ (x)︸ ︷︷ ︸ ϕ̂ (x) â+

p︸ ︷︷ ︸ |0〉 =
eip′x√
2εp′V

e−ipx√
2εpV

.

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî x ïîëó÷àåì

S
(1)
fi = i (2π)4 δ (p− p′ − k)

M
(1)
fi√

2εpV2εp′V2εkV
, M

(1)
fi = −g,

îòêóäà âèäíî, ÷òî äàííûé ïðîöåññ íåâîçìîæåí, ò. ê. p 6= p′+k (â ñèñòåìå ïîêîÿ íà÷àëü-
íîãî π− åãî ýíåðãèÿ εi = m− 6= εf = εp′ + εk > m−).

Ïðèìåð 2.
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Ðèñ. 9. Ðàñïàä π0 → π++
π−

Åñëè ðàññìîòðåòü ïðîöåññ ðàñïàäà π0 → π++π− (ðèñ. 9),
òî ïîëó÷èì êàê è ðàíüøå

M
(1)
fi = −g ,

íî â äàííîì ñëó÷àå çàêîí ñîõðàíåíèÿ k = p+ + p− âû-
ïîëíÿåòñÿ, åñëè m0 > 2m−.

12.2. Âçàèìîäåéñòâèå gΨ̂Ψ̂Φ̂. Ðàñïàä õèããñîâñêîãî áîçîíà
Â Ñòàíäàðòíîé Ìîäåëè ñïèíîðíîå ïîëå Ψ (x) îïèñûâàåò ëåïòîí èëè êâàðê ñ ìàññîé m,
äåéñòâèòåëüíîå ñêàëÿðíîå ïîëå Φ(x) îïèñûâàåò õèããñîâñêèé áîçîí H ñ ìàññîé mH , à
êîíñòàíòà

g =
√

4πα
m

2mW sin θW

, mW = 80, 4ÃýÂ, sin2 θW = 0, 23

ïðîïîðöèîíàëüíà ìàññå ëåïòîíà èëè êâàðêà m.

Ðèñ. 10. Ïåðåõîä e− →
e− +H

Ðàññìîòðèì ïðîöåññ (ðèñ. 10)

e− → e− +H .

Ïîâòîðÿÿ âûêëàäêè äëÿ ïðîöåññà π− → π− + π0, ïîëó÷èì

S
(1)
fi = −ig

∫
F (x) f (x) d4x,

ãäå

F (x) = 〈0| ĉkΦ̂ (x)︸ ︷︷ ︸ |0〉 =
eikx

√
2εkV

,

f (x) = 〈0| âp′σ′Ψ̂ (x)︸ ︷︷ ︸ Ψ̂ (x) â+
pσ︸ ︷︷ ︸ |0〉

è èíäåêñû σ (σ′) óêàçûâàþò ñïèíîâîå ñîñòîÿíèå íà÷àëüíîãî (êîíå÷íîãî) ýëåêòðîíà.
Ó÷òÿ, ÷òî

Ψ̂ (x) =
∑
p′′σ′′

(
âp′′σ′′up′′σ′′

e−ip′′x√
2εp′′V

+ b̂+p′′σ′′vp′′σ′′
eip′′x√
2εp′′V

)

è ÷òî 〈0| âp′′σ′′ â
+
pσ |0〉 = δpp′′δσσ′′ è àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ Ψ è âp′σ′ , ïîëó÷èì

f (x) = up′σ′upσ
eip′x√
2εp′V

e−ipx√
2εpV

.

Â èòîãå ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî x, ïîëó÷èì

S
(1)
fi = i (2π)4 δ (p− p′ − k)

M
(1)
fi√

2εpV2εp′V2εkV
, M

(1)
fi = −gup′σ′upσ .

Îòñþäà âèäíî, ÷òî òàêîé ïðîöåññ íåâîçìîæåí, ò. ê. m < mH +m.

Ðàñïàä H → e+e−
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Ðèñ. 11. Ðàñïàä H →
e+e−

Ýòîò ðàñïàä ðàçðåø¼í (ðèñ. 11) è

M
(1)
fi = −gup−σ−vp+σ+ .

Íàéä¼ì øèðèíó ðàñïàäà

ΓH→e+e− =

∫ ∑
σ±

|Mfi|2
dΩ−

32π2m2
H

|p−| ,

ïðîâîäÿ âû÷èñëåíèÿ â ñèñòåìå ïîêîÿ H-áîçîíà, ïðè ýòîì ε− = ε+ = 1
2
mH , p− = −p+,

|p−| = 1
2
mHve, ãäå ñêîðîñòü ýëåêòðîíà

ve =

√
1− 4m2

m2
H

.

Ïîó÷èòåëüíî ïðîâåñòè ïðÿìîé ðàñ÷¼ò àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ, âûïèñàâ â ÿâíîì âèäå
áèñïèíîðû ýëåêòðîíà è ïîçèòðîíà:

up−σ− =

( √
ε− +mϕ(σ−)

√
ε− −m (σ n−) ϕ(σ−)

)
=

( √
ε− +mϕ(σ−)

2σ−
√
ε− −m,ϕ(σ−)

)
,

vp+σ+ = Cup+σ+ = −i
( √

ε+ −mϕ(−σ+)

2σ+

√
ε+ +mϕ(−σ+)

)
.

Ìû ó÷ëè, ÷òî C = −αy, ÷òî −σyϕ
(+σ) = −2iσϕ(−σ), è ÷òî ïðè âûáîðå îñè z âäîëü

n− = −n+ ìû ïîëó÷èì

(σ n−)ϕ(σ−) = 2σ−ϕ
(σ−), (σ n+)ϕ(−σ+) = 2σ+ϕ

(−σ+) .

Â èòîãå ïîëó÷àåì:

M
(1)
fi = −ig

√
ε2
− −m2 (1− 4σ−σ+)ϕ(σ−)∗ϕ(−σ+) = −igmHveδσ−,−σ+ .

Òàêèì îáðàçîì, ïðîåêöèè ñïèíîâ ýëåêòðîíà è ïîçèòðîíà íà âûäåëåííóþ îñü z (âäîëü
íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ ýëåêòðîíà) îêàçàëèñü ïðîòèâîïîëîæíû, èíûìè ñëîâàìè, ñïè-
ðàëüíîñòè îáðàçîâàííûõ ëåïòîíîâ îäèíàêîâû. Ýòî ïðÿìîå ñëåäñòâèå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ
ïðîåêöèè ïîëíîãî ìîìåíòà èìïóëüñà íà îñü z.

Òåïåðü ëåãêî íàéòè ñóììó ∑
σ±

∣∣∣M (1)
fi

∣∣∣2 = 2g2m2
Hv

2
e .

Ìåíåå ãðîìîçäêèé ðàñ÷¼ò ýòîé âåëè÷èíû óäîáíî ïðîâåñòè, èñïîëüçóÿ ïðàâèëà ñóììè-
ðîâàíèÿ ïî ñïèíîâûì ïåðåìåííûì∑

σ±

∣∣∣M (1)
fi

∣∣∣2 = g2 Sp
[
(pµ
−γµ +m)(pν

+γν −m)
]

è ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ ñëåäîâ îò ìàòðèö Äèðàêà:

Sp (γµγν) = 4gµν ,
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÷òî ïðèâîäèò ê ðåçóëüòàòó ∑
σ±

∣∣∣M (1)
fi

∣∣∣2 = 4g2
(
p+p− −m2

)
,

ñîâïàäàþùåìó ñ ïðåäûäóùèì.
Øèðèíà îáñóæäàåìîãî ðàñïàäà ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó ìàññû ýëåêòðîíà, g2 ∝

m2
e, è îêàçûâàåòñÿ î÷åíü ìàëîé:

ΓH→e+e− =
α

8 sin2 θW

(
me

mW

)2

mHv
3
e .

Åñëè mH ≈ 115ÃýÂ, òî âîçìîæíû ëåïòîííûå ðàñïàäû H → e+e−, èëè H → µ+µ−, èëè
H → τ+τ−, ïðè÷åì øèðèíà ïîñëåäíåãî ðàñïàäà áóäåò íàèáîëüøåé.

Ñðåäè êâàðêîâûõ ìîä ðàñïàäà H → qq íàèáîëüøóþ øèðèíó áóäåò èìåòü bb ìîäà:

ΓH→bb = NC
α

8 sin2 θW

(
mb

mW

)2

mHv
3
b ≈ 5ÌýÂ

äëÿ NC = 3 è mb = 5ÃýÂ (äëÿ ñðàâíåíèÿ Γφ(1020) = 4, 5ÌýÂ).

Ðèñ. 12. Ðàñïàä H → γγ

Ïðè á�îëüøèõ çíà÷åíèÿõ mH áóäóò äîìèíèðîâàòü ðàñ-
ïàäû H → W+W− è H → ZZ. Èíòåðåñåí ðàñïàä H → γγ
(ðèñ. 12), èäóùèé ÷åðåç âèðòóàëüíóþ ïåòëþ çàðÿæåííûõ
÷àñòèö, ïðè÷¼ì íåèñ÷åçàþùèé ïåòëåâîé âêëàä ìîæåò ïðî-
èñõîäèòü è îò åù¼ íåèçâåñòíûõ òÿæ¼ëûõ ÷àñòèö X.

Îáðàçîâàíèå H â e+e− è µ+µ− ñîóäàðåíèÿõ

Ïðîöåññ îáðàçîâàíèÿ õèããñîâñêîãî áîçîíà íà âñòðå÷íûõ e+e− èëè µ+µ− ïó÷êàõ (ðèñ. 13�
14) ïîäîáåí îáðàçîâàíèþ ðåçîíàíñîâ òèïà ρ, Φ, ω â e+e− ñîóäàðåíèÿõ.

Ðèñ. 13. Ïðîöåññ e+e− → H Ðèñ. 14. Ïðîöåññ µ+µ− → H

Âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäîâ µ+µ− → H è e+e− → H ïðîïîðöèîíàëüíû øèðèíàì ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ðàñïàäîâ, îòíîøåíèå ýòèõ âåðîÿòíîñòåé

W (µ+µ− → H)

W (e+e− → H)
=

ΓH→µ+µ−

ΓH→e+e−
≈
(
mµ

me

)2

≈ 40 000 ,

ïîýòîìó íà âñòðå÷íûõ µ+µ− ïó÷êàõ âåðîÿòíîñòü îáðàçîâàíèÿH áóäåò ïðèìåðíî â 40 000
ðàç áîëüøå, ÷åì íà âñòðå÷íûõ e+e− ïó÷êàõ òîé æå ýíåðãèè. Èäåÿ âñòðå÷íûõ µ+µ−

ïó÷êîâ áûëà âûäâèíóòà â ðàáîòàõ Áóäêåðà (1969) è Ñêðèíñêîãî è Ïàðõîì÷óêà (1981).
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12.3. ÊÝÄ, âçàèìîäåéñòâèå eΨ̂γµΨ̂Â
µ

Â ïåðâîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé ìûñëèìû ïðîöåññû èñïóñêàíèÿ ôîòîíà e± →
e± + γ, ïîãëîùåíèÿ ôîòîíà e± + γ → e±, îáðàçîâàíèå e+e− ïàðû ôîòîíîì γ → e+e−

è àííèãèëÿöèÿ ïàðû e+e− → γ. Âñå ýòè ïðîöåññû çàïðåùåíû çàêîíàìè ñîõðàíåíèÿ
ýíåðãèè-èìïóëüñà. Òåì íå ìåíåå ïîëåçíî äëÿ äàëüíåéøåãî, âû÷èñëèòü àìïëèòóäó Mfi

ýòèõ ïðîöåññîâ. Îòëè÷èå îò ïðîöåññîâ, ðàññìîòðåííûõ â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå äëÿ âçà-
èìîäåéñòâèÿ gΨΨΦ, çàêëþ÷àåòñÿ â âåêòîðíîì õàðàêòåðå òîêà ΨγµΨ è ïåðåõîäå îò äåé-
ñòâèòåëüíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ Φ ê âåêòîðíîìó ïîëþ Aµ.

Ïðè êâàíòîâàíèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ 4-ïîòåíöèàë ñòàíîâèëñÿ îïåðàòîðîì

Âµ(x) =
∑
kλ

(
ĉkλ

e−ikx

√
2ωkV

√
4πeµ

kλ + ĉ+kλ

eikx

√
2ωkV

√
4πeµ∗

kλ

)
.

Ïîýòîìó ïðîöåññó e− → e− + γ

ñîîòâåòñòâóåò àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ

M
(1)
fi = −eup′σ′γµupσ

√
4πeµ∗

kλ.

Îòìåòèì, ÷òî ãðàäèåíòíîå ïðåîáðàçîâàíèå 4-ïîòåíöèàëà

Aµ (x) → Aµ (x)− ∂µf (x)

ñîîòâåòñòâóåò çàìåíå
eµ
kλ → eµ

kλ + kµf̃ (k) ,

íå èçìåíÿþùåé àìïëèòóäó ðàññåÿíèÿ, ò. ê.

kµu′γµu =
(
pµ − p′µ

)
u′γµu = 0 (12.1)

â ñèëó óðàâíåíèÿ Äèðàêà pµγ
µu = mu è p′µu

′γµ = mu′ (ñàìî ðàâåíñòâî (1) ÿâëÿåòñÿ
ñëåäñòâèåì ñîõðàíåíèÿ òîêà ∂µ

(
Ψ (x) γµΨ (x)

)
= 0).

Ïðîöåññó γ → e+ + e−

ñîîòâåòñòâóåò àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ

M
(1)
fi = −eup−σ−γµvp+σ+

√
4πeµ

kλ.

Íà ýòèõ ïðèìåðàõ âèäíû ïðàâèëà Ôåéíìàíà äëÿ ÊÝÄ:

Íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå Êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå

ýëåêòðîí upσ ūpσ

ïîçèòðîí v̄pσ vpσ

ôîòîí
√

4πeµ
kλ

√
4πe∗µkλ
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Âåðøèíå

ñîîòâåòñòâóåò ôàêòîð −ieγµ.
Â àìïëèòóäå ðàññåÿíèÿ (iMfi) áèñïèíîðû âûïèñûâàþòñÿ, ñëåäóÿ îò êîíöà ýëåêòðîí-

íîé ëèíèè ê íà÷àëó.
Åù¼ îäíî çàìå÷àíèå êàñàåòñÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ñïëîøíàÿ ëèíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýëåê-

òðîíó è èäóùàÿ îò íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ äî êîíå÷íîãî, çàìåíÿåòñÿ ïîçèòðîííîé ëèíèåé.
Ñðàâíèì äâà ïðîöåññà. Ïðîöåññó ñ ýëåêòðîííîé ëèíèåé

ñîîòâåòñòâóåò

fµ = 〈0| âp′σ′Ψ̂ (x)︸ ︷︷ ︸ γµ Ψ̂ (x) â+
pσ︸ ︷︷ ︸ |0〉 = up′σ′γµupσ

e−i(p−p′)x√
2εpV2εp′V

,

à ïðîöåññó ñ ïîçèòðîííîé ëèíèåé

ñîîòâåòñòâóåò

f̄µ = 〈0| b̂p′σ′Ψ̂ (x) γµΨ̂ (x) b̂+pσ |0〉 = −v̄pσγµvp′σ′
e−i(p−p′)x√
2εpV2ε′pV

,

ñ äîïîëíèòåëüíûì ìíîæèòåëåì (−1) èç-çà àíòèêîììóòàòèâíîñòè ôåðìèîííûõ îïåðà-
òîðîâ è äðóãîãî íàáîðà ñâ¼ðòîê:

〈0| b̂p′σ′Ψ̂ (x) γµΨ̂ (x)︸ ︷︷ ︸ b̂+pσ |0〉 è 〈0| b̂p′σ′
︷ ︸︸ ︷
Ψ̂ (x) γµΨ̂ (x) b̂+pσ |0〉 .

� 13. Âòîðîé ïîðÿäîê òåîðèè âîçìóùåíèé äëÿ âçàèìî-
äåéñòâèÿ gϕ̂+ϕ̂Φ̂. Ïðîïàãàòîð ñêàëÿðíîé ÷àñòèöû
Â îïåðàòîðå

Ŝ(2) =
(−ig)2

2!

∫
d4xd4x′T̂

[
ϕ̂+ (x) ϕ̂ (x) Φ̂ (x) ϕ̂+ (x′) ϕ̂ (x′) Φ̂ (x′)

]
ïðèñóòñòâóþò äâå ýëåìåíòàðíûå âåðøèíû:

Ïðîöåññû ñ 6 âíåøíèìè êîíöàìè ñîîòâåòñòâóþò (ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî x è x′)
äâóì íåñâÿçàííûì ïðîöåññàì òèïà π0 → π+ + π−. Ïðîöåññû ñ 5 âíåøíèìè âåðøèíàìè
äàþò S(2)

fi = 0.
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Ïîýòîìó âî 2 ïîðÿäêå èíòåðåñíî ðàññìîòðåòü ïðîöåññû ðàññåÿíèÿ ÷àñòèö

π−π± → π−π± , π0π± → π0π± , π+π+ → π+π+ ,

àííèãèëÿöèþ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö

π+π− → π0π0

è èõ îáðàçîâàíèå â ñîóäàðåíèÿõ íåéòðàëüíûõ ÷àñòèö

π0π0 → π+π− .

Äëÿ îïèñàíèÿ òàêèõ ïðîöåññîâ óäîáíû ñïåöèàëüíûå èíâàðèàíòû � ïåðåìåííûå Ìàí-
äåëüñòàìà.

13.1. Ïåðåìåííûå Ìàíäåëüñòàìà
s-êàíàë. Äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññà 1 + 2 → 3 + 4

ââåä¼ì èíâàðèàíòû, ñîñòàâëåííûå èç 4-èìïóëüñîâ ÷àñòèö (ïåðåìåííûå Ìàíäåëüñòà-
ìà),

s = (p1 + p2)
2 = (p3 + p4)

2 ,

t = (p1 − p3)
2 = (p2 − p4)

2 ,

u = (p1 − p4)
2 = (p2 − p3)

2 .

Ýòè ïåðåìåííûå íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, ò. ê.

s+ t+ u = m2
1 +m2

2 +m2
3 +m2

4 .

Â ñ.ö.è. ýòîãî ïðîöåññà
p1 = −p2 , p3 = −p4

èíâàðèàíò
s = (ε1 + ε2)

2 = (ε3 + ε4)
2

ñîâïàäàåò ñ êâàäðàòîì ïîëíîé ýíåðãèè, à ïåðåìåííûå

t = −2ε1ε3 + 2p1p3 +m2
1 +m2

3

è
u = −2ε1ε4 + 2p1p4 +m2

1 +m2
4 = −2ε1ε4 − 2p1p3 +m2

1 +m2
4

çàâèñÿò îò óãëà ðàññåÿíèÿ θ:
p1p3 = |p1| |p3| cos θ .
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Ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ

dσ =

∣∣∣∣ Mfi

8π (ε1 + ε2)

∣∣∣∣2 |p3|
|p1|

dΩ3 =
|Mfi|2

64πI2
dt
dϕ

2π
,

ò. ê.

dΩ3 = sin θdθdϕ = d (− cos θ) dϕ =
d(−t)dϕ
2 |p1| |p3|

, |p1| (ε1 + ε2) =

√
(p1p2)

2 −m2
1m

2
2 = I .

Ïåðåêðåñòíûé t-êàíàë (êðîññ-êàíàë): 1 + 3̄ → 2̄ + 4

Â ýòîì êàíàëå ïåðåìåííûå Ìàíäåëüñòàìà èìåþò âèä

t = (p1 + p3̄)
2 , s = (p1 − p2̄)

2 , u = (p1 − p4)
2 ,

èíâàðèàíò
t = (ε1 + ε3̄)

2

ñîâïàäàåò ñ êâàäðàòîì ïîëíîé ýíåðãèè, à ïåðåìåííûå s è u çàâèñÿò îò óãëà ðàññåÿíèÿ
â ýòîì êàíàëå.

Ïåðåêðåñòíûé u-êàíàë (êðîññ-êàíàë): 1 + 4̄ → 3 + 2̄,

Â ýòîì êàíàëå ïåðåìåííûå Ìàíäåëüñòàìà èìåþò âèä

u = (p1 + p4̄)
2 , s = (p1 − p2̄)

2 , t = (p1 − p3)
2 ,

èíâàðèàíò
u = (ε1 + ε4̄)

2

ñîâïàäàåò ñ êâàäðàòîì ïîëíîé ýíåðãèè, à ïåðåìåííûå s è t çàâèñÿò îò óãëà ðàññåÿíèÿ â
ýòîì êàíàëå.

Ïðèìåð: ýôôåêò Êîìïòîíà

s-êàíàë: γe− → γe−
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t-êàíàë: γγ → e+e−

u-êàíàë: γe+ → γe+

13.2. Ðàññåÿíèå çàðÿæåííûõ ÷àñòèö
Ðàññìîòðèì ïðîöåññ

π−π− → π−π− ,

äëÿ êîòîðîãî íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå òàêîâû:

|i〉 = â+
2 â

+
1 |0〉 , |f〉 = â+

4 â
+
3 |0〉 , â+

i ≡ â+
pi
.

Òàê êàê îïåðàòîð ïîëÿ íåéòðàëüíûõ ÷àñòèö Φ̂ êîììóòèðóþò ñ îïåðàòîðàìè ïîëåé çà-
ðÿæåííûõ ÷àñòèö ϕ̂ è ϕ̂+, òî îïåðàöèÿ óïîðÿäî÷èâàíèÿ ïî âðåìåíè T̂ ìîæåò áûòü ïðî-
èçâåäåíà îòäåëüíî íàä Φ̂ (x) Φ̂ (x′) è îñòàëüíûìè îïåðàòîðàìè:

S2
fi = (−ig)2

∫
d4xd4x′iD (x− x′) f (x, x′) ,

ãäå ôóíêöèÿ

f (x, x′) =
1

2!
〈0| â3â4T̂

[
ϕ̂+ (x) ϕ̂ (x) ϕ̂+ (x′) ϕ̂ (x′)

]
â+

2 â
+
1 |0〉

ñîîòâåòñòâóåò ïëîñêèì âîëíàì íà÷àëüíûõ è êîíå÷íûõ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö, à ïðîïàãà-
òîð

iD (x− x′) = 〈0| T̂
[
Φ̂ (x) Φ̂ (x′)

]
|0〉

ñîîòâåòñòâóåò ðàñïðîñòðàíåíèþ íåéòðàëüíîé ÷àñòèöû îò òî÷êè x′ äî òî÷êè x.
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ôóíêöèþ f(x, x′). Áóäåì ñ÷èòàòü âñå 4-èìïóëüñû p1,2,3,4 ðàç-

ëè÷íûìè, òîãäà îïåðàòîðû â3,4 êîììóòèðóþò ñ â
+
1,2. Ïîýòîìó îïåðàòîðû â+

1,2 ìîãóò îá-
ðàçîâàòü �ñâåðòêó� (è äàòü íåíóëåâîé âêëàä) ëèøü ñ ϕ̂ (x) è ϕ̂ (x′). Àíàëîíè÷íî, â3,4

ìîãóò îáðàçîâàòü �ñâåðòêó� (è äàòü íåíóëåâîé âêëàä) ëèøü ñ ϕ̂+ (x) è ϕ̂+ (x′). Â èòîãå,
îïåðàòîð T̂ íå ðàáîòàåò, è åãî ìîæíî îïóñòèòü.

Íà÷í¼ì ïåðåìåùàòü â+
2 íàëåâî, îí äàñò íåíóëåâîé âêëàä â ðåçóëüòàòå ñâ¼ðòêè ñ ϕ̂ (x′)

èëè ñ ϕ̂ (x). Ó÷òåì ïåðâóþ âîçìîæíîñòü. Ïîñëå ýòîãî â+
1 ìîæåò äàòü íåíóëåâóþ ñâåðòêó

ëèøü ñ ϕ̂ (x). Â ñâîþ î÷åðåäü â3 "ñâîðà÷èâàåòñÿ"ñ ϕ̂+ (x) (ïðè ýòîì â4 äà¼ò ñâåðòêó ñ
ϕ̂+ (x′)) èëè ñ ϕ̂+ (x′) (ïðè ýòîì â4 äà¼ò ñâåðòêó ñ ϕ̂+ (x)):

=

(
4∏

n=1

1√
2εnV

){
e−i(p1−p3)xe−i(p2−p4)x′ + e−i(p1−p4)xe−i(p2−p3)x′

}
.
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Ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå èíòåãðèðîâàíèÿ:

X =
x+ x′

2
, z = x− x′, d4xd4x′ = d4Xd4z,

òîãäà
{. . .} = e−i(p1+p2−p3−p4)X

[
e−i(p1−p3−p2+p4)z/2 + e−i(p1−p4−p2+p3)z/2

]
.

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî X ïîÿâèòñÿ δ (p1 + p2 − p3 − p4). Ñ ó÷åòîì ýòîãî,

[. . .] = ei(p2−p4)z + ei(p2−p3)z

Îáîçíà÷èì ÷åðåç D(k) ôóðüå-îáðàç ôóíêöèè D(z):∫
D (z) eikzd4z = D (k) , D (z) =

∫
D (k) e−ikz d4k

(2π)4 ,

òîãäà àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ ïðîöåññà îêàæåòñÿ âûðàæåííîé ÷åðåç ñóììó äâóõ ïðîïàãà-
òîðîâ â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè (ñì. ðèñ. 15�16)

iM
(2)
fi = (−ig)2 [iD (p2 − p4) + iD (p2 − p3)] .

Ðèñ. 15. Ðàññåÿíèå π−π− → π−π−:

t-îáìåí π0
Ðèñ. 16. Ðàññåÿíèå π−π− → π−π−:

u-îáìåí π0

Â ïåðâîé äèàãðàììå àðãóìåíò ïðîïàãàòîðà ðàâåí 4-èìïóëüñó ïðîìåæóòî÷íîé íåé-
òðàëüíîé ÷àñòèöû k = p2 − p4 = p3 − p1, òàê ÷òî k2 = t < 0. Ýòà äèàãðàììà ñîîòâåò-
ñòâóåò îáìåíó π0 â t-êàíàëå; àíàëîãè÷íî, âòîðàÿ äèàãðàììà ñîîòâåòñòâóåò îáìåíó π0 â
u-êàíàëå. Â îòëè÷èå îò íà÷àëüíûõ è êîíå÷íûõ ÷àñòèö, äëÿ 4-èìïóëüñîâ êîòîðûõ ñïðà-
âåäëèâî ðàâåíñòâî p2

i = m2
π− , i = 1÷ 4, äëÿ ïðîìåæóòî÷íûõ ÷àñòèö k2 6= m2

π0 , à ïîòîìó
εk =

√
k2 +m2

π0 6= k0 . Òàêèå ÷àñòèöû íàçûâàþòñÿâèðòóàëüíûìè, à âåëè÷èíà k2 −m2
π0

íàçûâàåòñÿ âèðòóàëüíîñòüþ äàííîé ïðîìåæóòî÷íîé ÷àñòèöû. Âèðòóàëüíîñòü k2−m2
π0

õàðàêòåðèçóåò îòêëîíåíèå ÷àñòèöû îò ìàññîâîé ïîâåðõíîñòè k2 = m2
π0 . Âèðòóàëüíàÿ

÷àñòèöà æèâåò âðåìÿ

τ ∼ 1√
|k2 −m2

π0|
è ïðîëåòàåò ðàññòîÿíèå

r ∼ 1√
|k2 −m2

π0 |
.
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×åì áîëüøå âèðòóàëüíîñòü, òåì ìåíüøèå ðàññòîÿíèÿ ñìîæåò �ïðîùóïàòü� òàêàÿ ÷àñòè-
öà � ñì. ãëóáîêîíåóïðóãîå ðàññåÿíèå ýëåêòðîíà íà ïðîòîíå (ñð. îïûòû Ðåçåðôîðäà ïî
èññëåäîâàíèþ ñòðóêòóðû àòîìà).

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ðàññìîòðåòü ïðîöåññ

π−π+ → π−π+ ,

äëÿ êîòîðîãî àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ ðàâíà (ñì. ðèñ. 17�18)

iM
(2)
fi = (−ig)2 [iD (p′− − p−

)
+ iD (p− + p+)

]
.

Ðèñ. 17. Ðàññåÿíèå π−π+ → π−π+:

k2 < 0, t-îáìåí π0
Ðèñ. 18. Ðàññåÿíèå π−π+ → π−π+:

k2 > 0, s-îáìåí π0

13.3. Ïðîïàãàòîð ñêàëÿðíîé ÷àñòèöû
Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà îïåðàòîðà T̂

T̂
[
Φ̂ (x) Φ̂ (x′)

]
=

{
Φ̂ (x) Φ̂ (x′) ïðè t > t′

Φ̂ (x′) Φ̂ (x) ïðè t′ > t
,

ïðåäñòàâèì ïðîïàãàòîð â âèäå

iD (x− x′) =
∑
k,k′

1√
2εkV2εk′V

[
θ (t− t′) 〈0| ĉkĉ+k′ |0〉 e

−ikx+ik′x′+

+ θ (t′ − t) 〈0| ĉk′ ĉ+k |0〉 e
−ik′x′+ikx

]
.

Çäåñü ïåðâîå ñëàãàåìîå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ñîîòâåòñòâóåò ïðîöåññó ðîæäåíèÿ ïðîìå-
æóòî÷íîãî π0 â òî÷êå x′ è ïîãëîùåíèå åãî â òî÷êå x, à âòîðîå ñëàãàåìîå � ðîæäåíèþ
π0 â òî÷êå x è ïîãëîùåíèþ åãî â òî÷êå x′.

Ò. ê.
〈0| ĉkĉ+k′ |0〉 = δk,k′ ,

òî

iD(x) =
1

V
∑
k

1

2εk

[
θ(t)e−iεkt+ikr + θ(−t)e+iεkt−ikr

]
.
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Òåïåðü âî âòîðîì ñëàãàåìîì ñäåëàåì çàìåíó k → −k, ïåðåéä¼ì îò ñóììû ïî k ê
èíòåãðàëó

1

V

∑
k

→
∫

d3k

(2π)3
,

è îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

iD(x) =

∫
d3k

2εk(2π)3
e−iεk|t|+ikr,

ãäå |t| èç-çà θ(±t).
Ïîêàæåì, ÷òî

Ðèñ. 19. Êîìïëåêñíàÿ ïëîñ-

êîñòü k0

e−iεk|t|

2εk
= J , J = i

∞∫
−∞

dk0

2π

e−ik0t

k2
0 − ε2

k + i0
.

Èíòåãðàë J ëåãêî áåð¼òñÿ ïî âû÷åòàì, ïîëþñà
ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ ðàñïîëîæåíû â òî÷-
êàõ (ñì. ðèñ. 19)

k0 = ±
√
ε2
k − i0 = ±εk ∓ i0 .

Åñëè t > 0, êîíòóð çàìûêàåì â íèæíåé ïîëóïëîñ-
êîñòè:

J = i (−2πi)
1

2π

e−iεkt

2εk
=
e−iεkt

2εk
,

÷. ò. ä. Àíàëîãè÷íî, ïðè t < 0 � êîíòóð çàìêí¼ì â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè:

J = i (+2πi)
1

2π

eiεkt

(−2εk)
=
e−iεk|t|

2εk
,

÷. ò. ä.
Èòîãî:

D(x) =

∫
d4k

(2π)4

e−ikx

k2 −m2 + i0
, kx = k0t− kr, k0 6= εk =

√
k2 +m2, m ≡ mπ0 ,

è ïîòîìó â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè

D(k) =
1

k2 −m2 + i0
.

Òàê êàê (
p̂µp̂

µ −m2
)
D(x) =

∫
d4k

(2π)4

(
k2 −m2

) e−ikx

k2 −m2 + i0
= δ(x),

òî D(x) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ãðèíà óðàâíåíèÿ ÊÔÃ. ßâíûé âèä D(x) äàí â êíèãå Áîãî-
ëþáîâà è Øèðêîâà �Âåäåíèå â òåîðèþ êâàíòîâàííûõ ïîëåé� (Ïðèëîæåíèå 2) :

D(x) = −δ(λ)

4π
+

m

8π
√
λ
θ(λ)

[
J1

(√
m2λ

)
− iN1

(√
m2λ

)]
− im

4π2
√
−λ

θ(−λ)K1

(√
−m2λ

)
,
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ãäå λ = x2 = t2 − r2, à J1(z), N1(z) è K1(z) � ôóíêöèÿ Áåññåëÿ, ôóíêöèÿ Íåéìàíà è
ôóíêöèÿ Õàíêåëÿ îò ìíèìîãî àðãóìåíòà. Â îêðåñòíîñòè ñâåòîâîãî êîíóñà (ïðè |λ| �
1/m2):

D(x) = −δ(λ)

4π
+

i

4π2λ
− im2

8π2
ln

√
m2 |λ|
2

+
m2

16π
θ(λ).

Âèäíî, ÷òî íà ñâåòîâîì êîíóñå ýòà ôóíêöèÿ îáëàäàåò öåëûì áóêåòîì ñèíãóëÿðíîñòåé.
Ýòî îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî â âûñøèõ ïîðÿäêàõ òåîðèè âîçìóùåíèé, ãäå áóäóò
âñòðå÷àòüñÿ ïðîèçâåäåíèå òàêèõ ôóíêöèé, ïðèäåòñÿ ñïåöèàëüíî äîîïðåäåëÿòü ýòè ïëî-
õî îïðåäåë¼ííûå âûðàæåíèÿ (ïðîáëåìà áåñêîíå÷íîñòåé). Ïðè |λ| � 1/m2 ïðîïàãàòîð
áûñòðî óáûâàåò, îñîáåííî â ïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíîé îáëàñòè:

D(x) =


1

|λ|3/4 e
−
√

m2|λ|, ïðè λ < 0

1
λ3/4 , ïðè λ > 0

13.4. Ïðîöåññ π0π− → π0π− è π+π− → π0π0

Ðàññìîòðèì ïðîöåññ (ðèñ. 20)

Ðèñ. 20. Ïðîöåññ π0π− →
π0π−

π0π− → π0π− ,

äëÿ êîòîðîãî íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå òà-
êîâû:

|i〉 = â+
1 ĉ

+
1 |0〉 , |f〉 = â+

2 ĉ
+
2 |0〉 . (13.1)

Ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ýòîãî ïðîöåññà ðàâåí:

S
(2)
fi =

(−ig)2

2!

∫
d4xd4x′ 〈0| ĉ2T̂

[
Φ̂(x)Φ̂(x′)

]
ĉ+1 |0〉 ·

〈0| â2T̂
[
ϕ̂+(x)ϕ̂(x)ϕ̂+(x′)ϕ̂(x′)

]
â+

1 |0〉 . (13.2)

Â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè â iM
(2)
fi äàþò âêëàä äèàãðàììû, ïðèâåäåííûå íà

ðèñ. 21�22:

Ðèñ. 21. Äèàãðàììà ñ π− îáìåíîì

â u-êàíàëå

Ðèñ. 22. Äèàãðàììà ñ π− îáìåíîì

â s-êàíàëå
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Çäåñü D(p) � ôóðüå-îáðàç ïðîïàãàòîðà ñêàëÿðíîé çàðÿæåííîé ÷àñòèöû D(x):

iD(x− x′) = 〈0| T̂
[
ϕ̂(x)ϕ̂+(x′)

]
|0〉 =

∑
p,p′

1√
2εpV2εp′V

·[
θ (t− t′) 〈0| âpâ

+
p′ |0〉 e

−ipx+ip′x′ + θ (t′ − t) 〈0| b̂p′ b̂+p |0〉 e−ip′x′+ipx
]
.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ñîîòâåòñòâóåò ÷àñòèöå, êîòîðàÿ ðîäèëàñü â
òî÷êå x′ è èñ÷åçëà â òî÷êå x, âòîðîå ñëàãàåìîå ñîîòâåòñòâóåò àíòè÷àñòèöå, äâèæóùåéñÿ â
îáðàòíîì íàïðàâëåíèè. Ðàñ÷¼ò D(x) äëÿ çàðÿæåííîé ñêàëÿðíîé ÷àñòèöû íå îòëè÷àåòñÿ
îò ðàñ÷¼òà äëÿ íåéòðàëüíîé ñêàëÿðíîé ÷àñòèöû:

D(x) =

∫
d4p

(2π)4

e−ipx

p2 − µ2 + i0
, µ ≡ mπ− .

Èòîã:

M
(2)
fi = −g2

[
1

(p1 − k2)
2 − µ2 + i0

+
1

(p1 + k1)
2 − µ2 + i0

]
Àíàëîãè÷íî, ïðîöåññ π−π+ → π0π0 îïðåäåëÿåòñÿ äèàãðàììàìè, ïðèâåäåííûìè íà

ðèñ. 23�24:

Ðèñ. 23. Äèàãðàììà ñ π− îáìåíîì

â t-êàíàëå

Ðèñ. 24. Äèàãðàììà ñ π− îáìåíîì

â u-êàíàëå

M
(2)
fi = −g2

[
1

(p− − k1)
2 − µ2

+
1

(p− + k2)
2 − µ2

]

� 14. Âòîðîé ïîðÿäîê òåîðèè âîçìóùåíèé â ÊÝÄ.
Ôîòîííûé ïðîïàãàòîð

Â îïåðàòîðå Ŝ(2) óïîðÿäî÷åíèå ïî âðåìåíè ìîæíî ïðîèçâîäèòü îòäåëüíî äëÿ ôîòîííûõ
è ýëåêòðîí-ïîçèòðîííûõ îïåðàòîðîâ, ò. å.

Ŝ(2) =
(−ie)2

2!

∫
d4xd4x′T̂

[
ˆ̄Ψ(x)γµΨ(x)Ψ̄ (x′) γνΨ (x′)

]
T̂
[
Âµ(x)Âν (x′)

]
.
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14.1 Ðàññåÿíèå ýëåêòðîíîâ
Ïðè ðàñ÷¼òå ñå÷åíèÿ ïðîöåññà e−e− → e−e− äåéñòâóåì ïî ïðèâû÷íîé ñõåìå:

|i〉 = â+
2 â

+
1 |0〉 , |f〉 = â+

4 â
+
3 |0〉 , â+

i ≡ â+
piσi

,

S
(2)
fi = (−ie)2

∫
d4xd4x′iDµν (x− x′) fµν (x, x′) ,

ãäå

fµν (x, x′) =
1

2!
〈0| â3â4T̂

[
ˆ̄Ψ(x)γµΨ(x)Ψ̄ (x′) γνΨ (x′)

]
â+

2 â
+
1 |0〉 ,

à
iDµν (x− x′) = 〈0| T̂

[
Âµ(x)Âµ (x′)

]
|0〉

� ïðîïàãàòîð ôîòîíà

Ïðè ðàñ÷¼òå fµν áóäåì äåéñòâîâàòü, êàê è â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå, ó÷èòûâàÿ äîïîëíè-
òåëüíî àíòèêîììóòàòèâíîñòü ôåðìèîííûõ îïåðàòîðîâ è ñïèíîðíóþ ñòðóêòóðó ïîëåé:

Ψ̂(x) =
∑
pσ

(
âpσupσ

e−ipx√
2εpV

+ . . .

)
, ˆ̄Ψ(x) =

∑
pσ

(
â+
pσūpσ

e+ipx√
2εpV

+ . . .

)
.

Ðèñ. 25. Âàðèàíò ñâ¼ðòîê â fµν Ðèñ. 26. Äðóãîé âàðèàíò ñâ¼ðòîê â

fµν

fµν (x, x′) =
1

2!
[ðèñ. 25 - ðèñ. 26+ (x↔ x′)] =

= (ū3γµu1) (ū4γνu2) e
−i(p1−p3)x−i(p2−p4)x′ − (ū4γµu1) (ū3γνu2) e

−i(p1−p4)x−i(p2−p3)x′ .

Äàëüíåéøåå èíòåãðèðîâàíèå ïî x è x′ ñòàíäàðòíî, èòîã (ñì. ðèñ. 27�28):

iM
(2)
fi = (−ie)2 [(ū3γµu1) iD

µν (p3 − p1) (ū4γνu2)− (ū4γνu1) iD
µν (p4 − p1) (ū3γνu2)] .

Äîïîëíèòåëüíî: íàéòè M (2)
fi äëÿ ïðîöåññà e−e+ → e−e+ ðàññåÿíèÿ, êîòîðûé îïèñû-

âàåòñÿ äâóìÿ äèàãðàììàìè � äèàãðàììîé ðàññåÿíèÿ (ôîòîí â t-êàíàëå) è äèàãðàììîé
àííèãèëÿöèè (ôîòîí â s-êàíàëå).
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Ðèñ. 27. Äèàãðàììà ñ γ îáìåíîì

â t-êàíàëå

Ðèñ. 28. Äèàãðàììà ñ γ îáìåíîì

â u-êàíàëå

14.2. Ôîòîííûé ïðîïàãàòîð
Ôîòîííûé ïðîïàãàòîð óæå îïðåäåë¼í âûøå:

iDµν (x− x′) = 〈0| T̂
[
Âµ(x)Âν(x′)

]
|0〉 .

Îáùèé âèä ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà, çàâèñÿùåãî îò 4-âåêòîðà x, òàêîâ:

Dµν(x) = gµνD
(
x2
)
− ∂µ∂νD(l)

(
x2
)
,

èëè â k-ïðîñòðàíñòâå:

Dµν(k) = gµνD
(
k2
)

+ kµkνD(l)
(
k2
)
,

ïðè÷åì, â ñèëó ãðàäèåíòíîé èíâàðèàíòíîñòè, îò D(l) (k2) ôèçè÷åñêèå ðåçóëüòàòû íå
äîëæíû çàâèñåòü. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî íàéòè D (k2) â ëþáîé êàëèáðîâêå. Ìû áóäåì
äëÿ ðàñ÷åòà èñïîëüçîâàòü êóëîíîâñêóþ êàëèáðîâêó, â êîòîðîé Â0 = 0 è

Â(x) =
∑
kλ

√
4π√

2ωkV
(
ĉkλekλ e

−ikx + ĉ+kλe
∗
kλ e

ikx
)
, kx = ωkt− kr.

Îòëè÷èå îò ñêàëÿðíîãî ñëó÷àÿ: îáùèé ìíîæèòåëü
√

4π, m = 0, ωk = |k| è íàëè÷èå
âåêòîðà ïîëÿðèçàöèè ekλ. Ò. ê.

〈0| ĉkλĉ
+
k′λ′ |0〉 = δkk′δλλ′ ,

òî, ïîâòîðÿÿ âû÷èñëåíèÿ � 13.3, ïîëó÷èì

Dmn(x) =

∫
d4k

(2π)4

e−ikx

k2 + i0
4π
∑

λ

(ekλ)
m (e∗kλ)

n ,

ãäå m,n = 1, 2, 3. Óñëîâèå ïîëíîòû âåêòîðîâ ekλ ãëàñèò∑
λ

(ekλ)
m (e∗kλ)

n = δmn − knkm

k2
, δmn = −gmn.
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Ðèñ. 29. Âåðøèíà e →
eγ

Ðèñ. 30. Âåðøèíà µ→
µγ

Ðèñ. 31. Âåðøèíà e →
µγ

Òàêîì îáðàçîì, â íàøåé êàëèáðîâêå

Dmn(k) = gmnD
(
k2
)

+ kmknD(l)
(
k2
)

=
4π

k2 + i0

(
δmn − knkm

k2

)
,

îòñþäà

D
(
k2
)

=
−4π

k2 + i0
,

Dµν(k) =
−4π

k2 + i0
gµν + kµkνD(l)

(
k2
)
.

×àñòî âûáèðàþò D(l)(k2) = 0 (êàëèáðîâêà Ôåéíìàíà), òîãäà

Dµν(k) =
−4π

k2 + i0
gµν .

14.3. Äèàãðàììû Ôåéíìàíà è çàêîí Êóëîíà
Ðàññìîòðèì ðàññåÿíèå íåðåëÿòèâèñòñêîãî ýëåêòðîíà íà ìþîíå

e−µ± → e−µ± .

Ìþîí ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ, êàê òî÷å÷íûé èñòî÷íèê êóëîíîâñêîãî ïîëÿ

U (r) = ±e
2

r
,

ôóðüå-îáðàç êîòîðîãî

Uq =

∫
U (r) e−iqrd3r = ±4πe2

q2
.

Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ

dσ

dΩ
= |f |2 , f = −me

2π
Uq = −me

2π

(
±4πe2

q2

)
,

ãäå q = p′ − p è ε′ = ε.
Â ÊÝÄ âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ e± è µ± îïèñûâàåòñÿ îïåðàòîðîì

V̂ (x) = eÂα(x)
[
ˆ̄Ψe(x)γαΨ̂e(x) + ˆ̄Ψµ(x)γαΨ̂µ(x)

]
,

Òàêèì îáðàçîì â ÊÝÄ èìåþòñÿ ýëåìåíòàðíûå âåðøèíû òîëüêî äâóõ òèïîâ ðèñ. 29 è
ðèñ. 30, íî íåò âåðøèí ðèñ. 31.
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Ïðîöåññ e−µ− → e−µ− îïèñûâàåòñÿ îäíîé äèàãðàììîé (ðèñ. 32):

iMfi = (−ie)2 (ū3γαu1) iD
αβ(q) (ū4γβu2) .

Â ñèñòåìå ïîêîÿ íà÷àëüíîãî µ− (ýòà ñèñòåìà äëÿ íåðåëÿòèâèñòñêîãî e− ñîâïàäàåò ñ
ÑÖÈ, ò. ê. mµ ≈ 200me)

q = p3 − p1 = (0,q) , q2 = −q2 ,

âñå áèñïèíîðû uj èìåþò òîëüêî âåðõíèå êîìïîíåíòû, ïîòîìó (ū3γαu1) 6= 0 òîëüêî ïðè
α = 0, (ū4γβu2) 6= 0 òîëüêî ïðè β = 0 è

D00 =
−4π

q2
= +

4π

q2
.

Â èòîãå:

Mfi = −4πe2

q2

(
u+

3 u1

) (
u+

4 u2

)
= −4πe2

q2
2meδσ1σ3 2mµδσ2σ4 .

Ó÷òÿ, ÷òî
dσ

dΩ
= |f |2 =

∣∣∣∣ Mfi

8π (mµ +me)

∣∣∣∣2 èëè f =
Mfi

8πmµ

,

ïîëó÷èì ñîãëàñèå ñ ðåçóëüòàòîì èç êâàíòîâîé ìåõàíèêè.

Ðèñ. 32. Ïðîöåññ e−µ− → e−µ− Ðèñ. 33. Ïðîöåññ e−µ+ → e−µ+

Äëÿ ïðîöåññà e−µ+ → e−µ+ àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ (ñì. ðèñ. 33)

iMfi = (−1) (−ie)2 (ū3γαu1) iD
αβ(q) (v̄2γβv4) ,

ãäå äîïîëíèòåëüíûé ìíîæèòåëü (−1) ñâÿçàí ñ àíòèêîììóòàòèâíîñòüþ ôåðìèîííûõ îïå-
ðàòîðîâ è äðóãèì íàáîðîì ñâ¼ðòîê äëÿ µ+, ÷åì äëÿ µ−. Â èòîãå

Mfi = +
4πe2

q2
2meδσ1σ3 2mµδσ2σ4 .

Òàêèì îáðàçîì, çàêîí Êóëîíà, ñîîòâåòñòâóþùèé ñèëàì îòòàëêèâàíèÿ äëÿ e−µ− è
ñèëàì ïðèòÿæåíèÿ äëÿ e−µ+, ñâÿçàí ñ îáìåíîì âåêòîðíîé ÷àñòèöåé � ôîòîíîì � ìåæäó
çàðÿæåííûìè ôåðìèîíàìè.

Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ âçàèìîäåéñòâèÿ

V̂ (x) = gΦ̂(x)
[
ˆ̄Ψe(x)Ψ̂e(x) + ˆ̄Ψµ(x)Ψ̂µ(x)

]
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àìïëèòóäà e−µ± → e−µ± ðàññåÿíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ îáìåíîì íåéòðàëüíîé ñêàëÿðíîé ÷à-
ñòèöåé è ðàâíà

Mfi =
g2

q2 +m2
2meδσ1σ3 2mµδσ2σ4 ,

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè âèäà

Uq = − g2

q2 +m2
, U(r) = −g

2/4π

r
e−rm,

ò. å. þêàâñêîìó ïîòåíöèàëó ïðèòÿæåíèÿ êàê äëÿ e−µ−, òàê è äëÿ e−µ+ âçàèìîäåéñòâèÿ.

14.4. Ïðîöåññ àííèãèëÿöèè e+e− → µ+µ−

Äëÿ ýòîãî ïðîöåññà çàêîí ñîõðàíåíèÿ 4-

Ðèñ. 34. Ïðîöåññ e+e− →
µ+µ−

èìïóëüñà èìååò âèä

p1 + p2 = p3 + p4 ,

à ïåðåìåííûå Ìàíäåëüñòàìà òàêîâû

s = (p1 + p2)
2 , t = (p1 − p3)

2 , u = (p1 − p4)
2 ,

ïðè ýòîì
s+ t+ u = 2m2 + 2µ2 , p2

1 = p2
2 = m2 , p2

3 = p2
4 = µ2 ,

à òàêæå
p1p3 = p2p4, p1p4 = p2p3 .

Àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ

Mfi = (−ie)2 (v̄1γαu2)
−4πgαβ

s
(ū4γβv3) =

4πα

s
F ,

ãäå
F = (v̄1γαu2) (ū4γ

αv3) .

Èñêîìîå ñå÷åíèå äëÿ íåïîëÿðèçîâàííûõ ÷àñòèö ñîäåðæèò

1

2

1

2

∑
σ1,2,3,4

|F |2 =
1

2
Sp
{
(6p1 −m) γα (6p2 +m) γβ

} 1

2
Sp {(6p4 + µ) γα (6p3 − µ) γβ} =

=
{

2pα
1p

β
2 + 2pα

2p
β
1 − sgαβ

}
{2p3αp4β + 2p4αp3β − sgαβ} =

= 8 (p1p3)
2 + 8 (p1p4)

2 + 4s
(
µ2 +m2

)
,

ãäå 6p ≡ pαγα.
Â ñ.ö.è.

p1p3 = ε2
1 (1− vevµ cos θ) , p1p4 = ε2

1 (1 + vevµ cos θ) ,

ãäå θ � óãîë ìåæäó p1 è p3 (óãîë âûëåòà µ+ ïî îòíîøåíèþ ê íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ
e+), à ñêîðîñòè ýëåêòðîíà è ìþîíà ðàâíû

ve =

√
1− 4m2

s
, vµ =

√
1− 4µ2

s
.
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Â èòîãå ïîëó÷àåì

|Mfi|2 = (4πα)2

(
1 +

4µ2 + 4m2

s
+ v2

ev
2
µ cos2 θ

)
,

dσ

dΩ
=
|Mfi|2

64π2s

|p3|
|p1|

=
α2

4s

(
1 +

4µ2 + 4m2

s
+ v2

ev
2
µ cos2 θ

)
.
vµ

ve

Îòñþäà, ñ÷èòàÿ m � µ, íàõîäèì ïîëíîå ñå÷å-

Ðèñ. 35. Óãëîâîå ðàñïðåäåëå-

íèå â ðåàêöèè e+e− → µ+µ−

íèå (ñì. ðèñ. 5.1 è 5.2 â êíèãå Ïåñêèíà è Øð¼äåðà
�Ââåäåíèå â êâàíòîâóþ òåîðèþ ïîëÿ�)

σ = σ0 ·
(

1 +
2µ2

s

)
vµ, σ0 =

4πα2

3s
≈ 87 · 10−33ñì2

s[ÃýÂ2]
.

Ïðè s� 4µ2 èìååì (ñì. ðèñ. 35)

dσ

dΩ
=
α2

4s

(
1 + cos2 θ

)
, σ = σ0 .

14.5. Ïðîöåññû e+e− → q̄q è e+e− → hadrons ïðè âûñîêèõ
ýíåðãèÿõ

Ðàññìîòðèì àííèãèëÿöèþ ýëåêòðîíà è ïî-

Ðèñ. 36. Ïðîöåññ e+e− → q̄q

çèòðîíà â ïàðó êâàðêîâ ñ çàðÿäîì ±Qa |e|.
Ñå÷åíèå ýòîãî ïðîöåññà e+e− → q̄aqa ïðè

âûñîêèõ ýíåðãèÿõ (s� 4m2
a) ðàâíî

σe+e−→q̄aqa = 3Q2
aσ0,

ãäå ìíîæèòåëü 3 ó÷èòûâàåò íàëè÷èå òð¼õ öâå-
òîâ ó êâàðêîâ.

Ïðîöåññ e+e− → hadrons ïðè s � 4m2
a â íèçøåì ïîðÿäêå ïî α ìîæåò áûòü îïèñàí

êàê ðîæäåíèå q̄aqa ïàðû íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ ∼ 1/
√
s è äàëüíåéøàÿ àäðîíèçàöèÿ (ñ

âåðîÿòíîñòüþ 100%) êâàðêîâ â àäðîíû. Ïîòîìó

σe+e−→h

σ0

≡ R = 3
∑

a

Q2
a,

ãäå â
∑

a ó÷èòûâàþòñÿ òå êâàðêè, äëÿ êîòîðûõ 2ma �
√
s.

3
∑
uds

Q2
a = 3

(
4

9
+

1

9
+

1

9

)
= 2, 3

∑
udsc

Q2
a = 2 + 3 · 4

9
= 2 +

4

3
, 3

∑
udscb

Q2
a = 2 +

4

3
+

1

3

(ñì. ðèñ. 40.6 è 40.7 èç Review of Particle Properties 2008).
Äëÿ äâóõñòðóéíûõ ïðîöåññîâ

dσ

dΩ
∝ 1 + cos2 θ,

ãäå θ � óãîë âûëåòà ñòðóè îòíîñèòåëüíî îñè ñòîëêíîâåíèÿ e+e− ïó÷êîâ.
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14.6. Ïðîöåññ eµ→ eµ è ïåðåêð¼ñòíàÿ ñèììåòðèÿ
Ðàññìîòðèì ïðîöåññ óïðóãîãî ðàññåÿíèÿ ýëåêòðîíà íà ìþîíå, íå ñ÷èòàÿ íà ýòîò ðàç

ýëåêòðîí íåðåëÿòèâèñòñêèì (ñì. îáîçíà÷åíèÿ íà ðèñ. 37, íàïîìíèì, ÷òî p2 = (p′)2 = m2

è P 2 = (P ′)2 = µ2).
Àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ äëÿ ýòîãî ïðîöåññà ðàâíà

Mfi =
4πα

q2
F̄ ,

ãäå
F̄ = (ūp′σ2γ

αupσ1) (ūP′σ4γαuPσ3) .

Ñðàâíèâàÿ

Ðèñ. 37. Ïðîöåññ eµ→ eµ

1

2

1

2

∑
σ1,2,3,4

∣∣F̄ ∣∣2 =
1

2
Sp
{
(6p′ +m) γα (6p+m) γβ

} 1

2
Sp {(6P ′ + µ) γα (6P + µ) γβ}

ñ ñîîòâåòñòâóþùèì âûðàæåíèåì äëÿ ðåàêöèè
e+e− → µ−µ+ â � 14.4, íàéä¼ì, ÷òî îòâåò ìîæ-
íî íàéòè â � 14.4, åñëè ñäåëàòü ïîäñòàíîâêè

p1 = −p′, p2 = p, p3 = −P, p4 = P ′, u = (p+ P )2 , s = q2 .

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ èñêîìîãî ïðîöåññà

|Mfi|2 =

(
4πα

q2

)2 [
8 (pP )2 + 8 (p′P )

2
+ 4q2

(
m2 + µ2

)]
è â ñ.ö.è. ñå÷åíèå

dσ

dΩ
=

|Mfi|2

64π2 (εe + εµ)2 .

Åñëè ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà ε � µ, òî ýòîò ïðîöåññ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê ðàññåÿ-
íèå ýëåêòðîíà (ðåëÿòèâèñòñêîãî èëè íåðåëÿòèâèñòñêîãî) íà âíåøíåì êóëîíîâñêîì ïîëå

áåñêîíå÷íî òÿæåëîãî ìþîíà, ïðè ýòîì ε = ε′, q2 = −q2 = − (p− p′)2 = −4p2 sin2 θ
2 è

dσ

dΩ
=

α2

4v2p2 sin4 θ
2

(
1− v2 sin2 θ

2

)
,

ãäå ïåðâûé ìíîæèòåëü îòâå÷àåò ðåçåðôîðäîâñêîìó ñå÷åíèþ, à âòîðîé
(
1− v2 sin2 θ

2

)
ó÷èòûâàåò íàëè÷èå ñïèíà ó ýëåêòðîíà.

� 15. Âòîðîé ïîðÿäîê òåîðèè âîçìóùåíèéâ ÊÝÄ.
Ýëåêòðîííûé ïðîïàãàòîð

15.1. γe-ðàññåÿíèå
Ðàññìîòðèì ðàññåÿíèå ôîòîíà íà ýëåêòðîíå

γ(k1) + e−(p1) → γ(k2) + e−(p2) ,



53

äëÿ êîòîðîãî ïåðåìåííûå Ìàíäåëüñòàìà ðàâíû

s = (k1 + p1)
2 , t = (k1 − k2)

2 , u = (p1 − k2) ,

à íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå ñîñòîÿíèÿ òàêîâû

|i〉 = ĉ+1 â
+
1 |0〉 , |f〉 = ĉ+2 â

+
2 |0〉 , ĉi ≡ ĉkiλi

.

Ñðàâíèì ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ýòîãî ïðîöåññà

S
(2)
fi =

(−ie)2

2!

∫
d4xd4x′F µν (x, x′) fµν (x, x′) ,

F µν (x, x′) = 〈0| ĉ2T̂
{
Âµ (x) Âν (x′)

}
ĉ+1 |0〉 ,

fµν (x, x′) = 〈0| â2T̂
{(

ˆ̄ψ (x) γµψ̂ (x)
)(

ˆ̄ψ (x′) γνψ̂ (x′)
)}

â+
1 |0〉

ñ òåì, ÷òî áûëî äëÿ ïðîöåññà π0π− ðàññåÿíèÿ â � 13.4:

S
(2)
fi =

(−ig)2

2!

∫
d4xd4x′F (x, x′) f (x, x′) ,

F (x, x′) = 〈0| ĉ2T̂
{

Φ̂ (x) Φ̂ (x′)
}
ĉ+1 |0〉 ,

f (x, x′) = 〈0| â2T̂
{
ϕ̂+ (x) ϕ̂ (x) ϕ̂+ (x′) ϕ̂ (x′)

}
â+

1 |0〉 ,
Mfi = −g2 [D (p1 − k2) +D (p1 + k1)] .

Â ÊÝÄ óñëîæíåíèÿ ñâÿçàíû ñî ñïèíàìè ÷àñòèö, â ÷àñòíîñòè

F µν (x, x′) =
4π√

2ω1V2ω2V

[
eµ
1e

ν∗
2 e

−ik1x+ik2x′ + eν
1e

µ∗
2 e

−ik1x′+ik2x
]
, eµ

i ≡ eµ
kiλi

÷òî ñîîòâåòñòâóåò óæå èçâåñòíûì ïðàâèëàì äëÿ íà÷àëüíîãî è êîíå÷íîãî ôîòîíîâ.
Â ôóíêöèè f (x, x′) ïîìèìî ñïàðèâàíèé îïåðàòîðîâ â2 è â

+
1 ñ ôóíêöèÿìè ϕ̂+ (x′) è

ϕ̂ (x) îñòàâàëñÿ ïðîïàãàòîð

〈0| T̂
{
ϕ̂ (x) ϕ̂+ (x′)

}
|0〉 = iD (x− x′) .

Àíàëîãè÷íî, â fµν (x, x′) ïîìèìî ñïàðèâàíèé â2 è â
+
1 ñ ˆ̄ψ (x′) è ψ̂ (x), ñîîòâåòñòâóþùèõ

íà÷àëüíîìó è êîíå÷íîìó ýëåêòðîíàì, îñòà¼òñÿ ýëåêòðîííûé ïðîïàãàòîð

〈0| T̂
{
ψ̂j (x) ˆ̄ψk (x′)

}
|0〉 = iGjk (x− x′) ,

ÿâëÿþùèéñÿ ìàòðèöåé ïî ñïèíîðíûì èíäåêñàì j, k.

Ðèñ. 38. Äèàãðàììà ñ e îáìåíîì

â u-êàíàëå

Ðèñ. 39. Äèàãðàììà ñ e îáìåíîì

â s-êàíàëå

Â èòîãå äëÿ γe ðàññåÿíèÿ ïîëó÷àåì (ðèñ. 38�39)

Mfi = −4πe2 [ū2γµe
µ
1G (p1 − k2) γνe

ν∗
2 u1 + ū2γνe

ν∗
2 G (p1 + k1) γµe

µ
1u1] . (15.1)
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15.2. Ýëåêòðîííûé ïðîïàãàòîð
Äëÿ ñêàëÿðíîé ÷àñòèöû ïðîïàãàòîð D (x) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ãðèíà óðàâíåíèÿ

Êëåéíà-Ôîêà-Ãîðäîíà: (
p̂µp̂

µ − µ2
)
D (x) = δ(x)

èëè â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè (
k2 − µ2

)
D(k) = 1 ,

÷òî ïðèâîäèò ê ïðîïàãàòîðó ñêàëÿðíîé ÷àñòèöû

D(k) =
1

k2 − µ2 + i0
.

Ýëåêòðîííûé ïðîïàãàòîð � ìàòðèöà Gjk(x) � ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ãðèíà óðàâíåíèÿ
Äèðàêà:

(p̂µγ
µ −mI)ij Gjk(x) = δ(x)δik ,

ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Îòñþäà

(p̂µγ
µ −mI)

∫
G(p)e−ipx d4p

(2π)4 =

∫
(pµγ

µ −mI)G(p)e−ipx d4p

(2π)4 = δ(x)I =

∫
I·e−ipx d4p

(2π)4 ,

ò. å. â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè

(pµγ
µ −mI)G(p) = I .

Äîìíîæèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ ñëåâà íà (pνγ
ν +mI) è ó÷ò¼ì, ÷òî

pνγ
νpµγ

µ = p2I,

òîãäà
(pνγ

ν +mI) (pµγ
µ −mI)G(p) =

(
p2 −m2

)
G(p) = pνγ

ν +mI .

Â èòîãå ïîëó÷àåì

G(p) =
pµγ

µ +mI

p2 −m2 + i0

èëè â ñîêðàù¼ííîé ôîðìå

G(p) =
6p+m

p2 −m2 + i0
, (15.2)

ãäå
6p ≡ pµγ

µ .

15.3. Ýôôåêò Êîìïòîíà
Ñîáèðàÿ âìåñòå ôîðìóëû (1)�(2), ïîëó÷èì

M
(2)
fi = −4πα

[
ū2 6e1 (6p1− 6k2 +m) 6e∗2 u1

u−m2
+
ū2 6e∗2 (6p1+ 6k1 +m) 6e1 u1

s−m2

]
.
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Ïåðåïèñàâ çàêîí ñîõðàíåíèÿ 4-èìïóëüñà k1 + p1 = k2 + p2 â âèäå k1 + p1 − k2 = p2 è
âîçâîäÿ â êâàäðàò îáå ñòîðîíû ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷èì

(p1 + k1 − k2)
2 = (p2)

2 ⇒ m2 + 2p1k1 − 2p1k2 − 2k1k2 = m2

è äàëåå
k2 (p1 + k1) = p1k1 . (21.3)

Åñëè èçâåñòíû ýíåðãèè è èìïóëüñû íà÷àëüíûõ ÷àñòèö, òî èç ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî
íàéòè ýíåðãèþ êîíå÷íîãî ôîòîíà â çàâèñèìîñòè îò åãî óãëà âûëåòà. Ïîêàæåì ýòî äëÿ
äâóõ ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

Îïûòû À. Êîìïòîíà (1923�1924). Â ýòèõ îïûòàõ ðåíòãåíîâñêèå ëó÷è ñ ÷àñòî-
òîé ω1 è äëèíîé âîëíû λ1 = 2π/ω1 ðàññåèâàëèñü íà àòîìàõ. Ðåãèñòðèðîâàëèñü ðàñ-
ñåÿííûå ðåíòãåíîâñêèå ëó÷è ñ óìåíüøåííîé ÷àñòîòîé ω2 è óâåëè÷åííîé äëèíîé âîëíû
λ2 = 2π/ω2, ïðè÷¼ì ýòè èçìåíåíèÿ áûëè òåì áîëüøå, ÷åì áîëüøå áûë óãîë ðàññåÿíèÿ
θ. Åñòåñòâåííîå îáúÿñíåíèå ýòè îïûòîâ òàêîâî: ðåíòãåíîâñêèå ëó÷è åñòü íàáîð ÷àñòèö�
ôîòîíîâ, êîòîðûå èñïûòûâàþò ðàññåÿíèå íà àòîìàðíûõ ýëåêòðîíàõ, ïðè÷¼ì ïîñëåäíèå
â äàííûõ óñëîâèÿõ ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïî÷òè ñâîáîäíûå (ýíåðãèÿ ñâÿçè ýëåê-
òðîíîâ â àòîìå ìíîãî ìåíüøå ýíåðãèè íàëåòàþùèõ ôîòîíîâ). Èíûìè ñëîâàìè, Êîìïòîí
íàáëþäàë ðåàêöèþ γe→ γe, â êîòîðîé

k1 = ω1 (1, 1, 0, 0) , k2 = ω2 (1, cos θ, sin θ, 0) , p1 = (me, 0, 0, 0) .

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ â óðàâíåíèå (3), ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

ω2 (me + ω1 − ω1 cos θ) = ω1me ,

èç êîòîðîãî ëåãêî íàéòè èçìåíåíèå äëèíû âîëíû ðàññåÿííûõ ïîä óãëîì θ ðåíòãåíîâñêèõ
ëó÷åé:

λ2 − λ1 =
4π

me

sin2 θ

2
,

ãäå
1

me

= 3, 86 · 10−11 ñì

ïðèâåä¼ííàÿ êîìïòîíîâñêàÿ äëèíà âîëíû ýëåêòðîíà. Ýòà ôîðìóëà õîðîøî îïèñûâàåò
ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå. Â îïûòàõ Êîìïòîíà ýíåðãèÿ ôîòîíà óìåíüøàëàñü, äëèíà
âîëíû óâåëè÷èâàëàñü, íî ∆λ/λ ñîñòàâëÿëî íåñêîëüêî ïðîöåíòîâ. Îòìåòèì, ÷òî óìåíü-
øåíèå ýíåðãèè ðàññåÿííîãî ôîòîíà � åñòåñòâåííîå ñëåäñòâèå òîãî, ÷òî ÷àñòü ýíåðãèè
íà÷àëüíîãî ôîòîíà ïåðåäà¼òñÿ ïðåæäå ïîêîèâøåìóñÿ ýëåêòðîíó.

Ñîóäàðåíèå óëüòðàðåëÿòèâèñèñêîãî ýëåêòðîíà è ëàçåðíîãî ôîòîíà. Â íàñòîÿùåå
âðåìÿ ðàáîòàåò öåëûé ðÿä óñòàíîâîê, â êîòîðûõ ïó÷îê ýëåêòðîíîâ âûñîêîé ýíåðãèè
ε1 � me ñòàëêèâàåòñÿ ñ ëåòÿùèì íàâñòðå÷ó ñãóñòêîì ëàçåðíûõ ôîòîíîâ, ýíåðãèÿ êîòî-
ðûõ ìàëà: ω1 ∼ 1 ýÂ. Ýòè óñòàíîâêè ñëóæàò äëÿ ïîëó÷åíèÿ ôîòîíîâ âûñîêîé ýíåðãèè,
òàê êàê êîíå÷íûé ôîòîí ðàññåèâàåòñÿ â îñíîâíîì íàçàä, ò. å. ïî÷òè âäîëü íàïðàâëå-
íèå íà÷àëüíîãî ýëåêòðîíà, è îòáèðàåò ó íà÷àëüíîãî ýëåêòðîíà çíà÷èòåëüíóþ äîëþ åãî
ýíåðãèè. Ïðè òàêîé ïîñòàíîâêè ýêñïåðèìåíòà óðàâíåíèå (3) ïðèíèìàåò âèä

ω2[ε1(1− v1 cos θ) + ω1(1 + cos θ)] = ε1ω1(1 + v1) ,
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ãäå v1 � ñêîðîñòü íà÷àëüíîãî ýëåêòðîíà. Äëÿ íà÷àëüíîãî óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîãî ýëåê-
òðîíà ε1/me = γ � 1, à óãëû ðàññåÿííîãî ôîòîíà θ, îòñ÷èòàííûå â ýòîì ñëó÷àå îò íà-
ïðàâëåíèÿ íà÷àëüíîãî ýëåêòðîíà, ìàëû, θ � 1, ïðè ýòîì v1 = 1−1/(2γ2), cos θ = 1−θ2/2
è ýíåðãèÿ ðàññåÿííîãî ôîòîíà ðàâíà

ω2 =
x

x+ 1 + (γθ)2 ε1 , x =
4ω1ε1

m2
e

.

Ïðèâåä¼ì äâà õàðàêòåðíûõ ïðèìåðà.
Â îïûòàõ ÈßÔ èì. Áóäêåðà (Íîâîñèáèðñê, 1997) ýëåêòðîíû óñêîðèòåëÿ ÂÝÏÏ-4Ì

ñ ýíåðãèåé ε1 = 5 ÃýÂ ñòàëêèâàëèñü ñ ëàçåðíûìè ôîòîíàìè ñ ýíåðãèåé ω1 = 1, 2 ýÂ
(èíôðàêðàñíûé ëàçåð íà íåîäèìîâîì ñòåêëå). Â ýòîì ñëó÷àå x = 0, 092 è ìàêñèìàëüíàÿ
ýíåðãèÿ êîíå÷íîãî ôîòîíà ω1 = 0, 42 ÃýÂ, ò. å. óâåëè÷èëàñü â 350 ìëí ðàç. Ôîòîíû òàêèõ
ýíåðãèé èñïîëüçîâàëèñü äëÿ îïûòîâ ïî ðàñùåïëåíèÿ ôîòîíà â ïîëå ÿäðà. Óêàæåì äëÿ
ñðàâíåíèÿ, ÷òî â îáû÷íûõ ðåíòãåíîâñêèõ óñòàíîâêàõ ïîëó÷àþò ôîòîíû ñ ýíåðãèåé âñåãî
10�100 êýÂ.

Â îïûòàõ íà óñêîðèòåëå SLAC (Ñòýíôîðä, 1996) ýëåêòðîíû ñ ýíåðãèåé ε1 = 46 ÃýÂ
ñòàëêèâàëèñü ñ ëàçåðíûìè ôîòîíàìè ñ ýíåðãèåé ω1 = 1, 2 ýÂ. Â ýòîì ñëó÷àå x = 0, 85
è ðàññåÿííûé ôîòîí èìåë ýíåðãèþ ω2 = 21 ÃýÂ, ò. å. îòáèðàë ó íà÷àëüíîãî ýëåêòðîíà
ïî÷òè ïîëîâèíó åãî ýíåðãèè. Ëàçåðíûé ïó÷îê õîðîøî ôîêóñèðîâàëñÿ, â ôîêóñå êîí-
öåíòðàöèÿ ôîòîíîâ äîñòèãàëà çíà÷åíèé ∼ 1028 ôîòîíîâ/ñì3, òàê ÷òî íàïðÿæåííîñòü
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E ∼ 1011 Â/ñì, à â ñèñòåìå ïîêîÿ íàëåòàþùåãî ýëåêòðîíà íàïðÿ-
æåííîñòü ëàçåðíîãî ïîëÿ E ∼ 1016 Â/ñì. Ïîýòîìó â ýòîì îïûòå íàáëþäàëñÿ íåëèíåéíûé
ýôôåêò Êîìïòîíà ñ ïîãëîùåíèåì 1, 2, 3, 4 ôîòîíîâ.

Íàêîíåö, â ïðîåêòå TESLA äëÿ ïîëó÷åíèÿ âñòðå÷íûõ γe è γγ ïó÷êîâ ïðåäïîëàãàåòñÿ
èñïîëüçîâàòü ëàçåðíóþ êîíâåðñèþ ýëåêòðîíîâ â γ êâàíòû, ïðè ýòîì ε1 = 250 ÃýÂ,
ω1 = 1, 2 ýÂ è maxω2 = 205 ÃýÂ.

15.4. Îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè ïðîöåññîâ e+e− → γγ è γγ → e+e−

ïðè âûñîêèõ ýíåðãèÿõ
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ÏÐÈËÎÆÅÍÈß

Â ýòèõ ïðèëîæåíèÿõ ñîáðàíû îñíîâíûå ôàêòû, îòíîñÿùèåñÿ ê
òåìå �Ðåëÿòèâèñòñêàÿ êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà ýëåêòðîíà�

�A. Íàïîìèíàíèå ïðî óðàâíåíèå Ïàóëè è ñïèíîðû

A.1. Ìàòðèöû Ïàóëè
Íàïîìíèì èçâåñòíûå ôàêòû ïðî ñïèí ýëåêòðîíà. Ïóñòü ŝ � îïåðàòîð ñïèíà ýëåêòðîíà.
Îïðåäåëèì ìàòðèöû Ïàóëè σx, σy, σz ñîîòíîøåíèåì

ŝ = 1
2 σ ,

òîãäà

σx =

(
0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0
0 −1

)
.

Èõ ñâîéñòâà:
σjσk = I δjk + iεjkn σn, Spσj = 0, Sp I = 2 ,

ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Ëþáóþ êâàäðàòíóþ 2 × 2 ìàòðèöó A ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå

A = a0 I + aσ, a0 = 1
2 SpA, a = 1

2 Sp (Aσ) .

A.2. Óðàâíåíèå Ïàóëè
Ìàãíèòíûé ìîìåíò çàðÿæåííîé ÷àñòèöû, îáóñëîâëåííûé å¼ îðáèòàëüíûì äâèæåíèåì,
µ̂l ñâÿçàí ñ å¼ îðáèòàëüíûì ìîìåíòîì l̂ ñîîòíîøåíèåì

µ̂l =
e~

2mc
l̂ .

Ñâÿçü æå ñîáñòâåííîãî ìàãíèòíîãî ìîìåíòà ÷àñòèöû µ̂s ñ åå ñïèíîì ŝ, êàê ïîêàçûâàåò
îïûò, çàâèñèò îò âèäà ÷àñòèöû, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ýëåêòðîíà, ïðîòîíà è íåéòðîíà èìååì

µ̂s = µs2ŝ = µs σ ,

µe =
(
−1, 001 159 625 187± 4 · 10−12

)
µB ≈ −µB = − |e|~

2mec
,

µp ≈ 2, 79µÿ , µn ≈ −1, 91µÿ , µÿ =
|e|~
2mpc

.

Ñ ó÷åòîì ìàãíèòíîãî ìîìåíòà óðàâíåíèå äëÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ñî ñïèíîì s = 1/2
è çàðÿäîì e â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå ïðèíèìàåò âèä (Â. Ïàóëè, 1927 ã.)

i~
∂Ψ

∂t
= ĤΨ , Ĥ =

1

2m

(
p̂− e

c
A
)2

+ eφ− µ̂sB , (A.1)
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â êîòîðîì âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ � äâóõêîìïîíåíòíûé ñïèíîð

Ψ =

(
Ψ1(r, t)
Ψ2(r, t)

)
.

Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ρ(r, t) è óñëîâèå íîðìèðîâêè òàêîâû:

ρ(r, t) = Ψ+Ψ ≡ |Ψ1|2 + |Ψ2|2 ,
∫

ρ(r, t) d3r = 1 .

Â ÷àñòíîñòè, äâèæåíèÿ ñïèíà ýëåêòðîíà â ìàãíèòíîì ïîëå îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèì

dŝ

dt
=

i

~

[
Ĥ, ŝ

]
=

1

~
µ̂e ×B ≈ −2µB

~
ŝ×B .

Â ñëó÷àå êâàçèêëàññè÷íîñòè äâèæåíèÿ ýëåêòðîíà, óñðåäíÿÿ ýòî óðàâíåíèå ïî êâàçè-
êëàññè÷åñêîìó âîëíîâîìó ïàêåòó, ïîëó÷èì äëÿ ñðåäíèõ çíà÷åíèé

ds

dt
≈ e

mc
s×B .

Àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèå äëÿ ñêîðîñòè ýëåêòðîíà èìååò õîðîøî èçâåñòíûé âèä

dv

dt
=

e

mc
v ×B .

Òàêèì îáðàçîì, â ìàãíèòíîì ïîëå B êàê âåêòîð ñêîðîñòè, òàê è âåêòîð ñïèíà ýëåêòðîíà
ïðåöåññèðóþò âîêðóã íàïðàâëåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ B ñ îäíîé è òîé æå (öèêëîòðîííîé)
÷àñòîòîé

ωc = −eB
mc

.

Ïîýòîìó ïðîåêöèÿ ñïèíà íà íàïðàâëåíèå ñêîðîñòè v îñòàåòñÿ íåèçìåííîé (ó÷åò ìàëîãî
îòëè÷èÿ µ̂e îò −2µBŝ ïðèâîäèò ê íåáîëüøîìó ðàññîãëàñîâàíèþ ýòèõ ñêîðîñòåé).

Ïîêàæèòå, ÷òî èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

Ĥ =
1

2m

(
p̂− e

c
A
)2

+ eφ− e~
2mc

σB =
1

2m

(
σ
(
p̂− e

c
A
))2

+ eφ . (A.2)

Îíî îêàæåòñÿ ïîëåçíûì â äàëüíåéøåì ïðè àíàëèçå âîçìîæíûõ ðåëÿòèâèñòñêèõ îáîá-
ùåíèé óðàâíåíèÿ Ïàóëè.

A.3. Ïðåîáîðàçîâàíèå ñïèíîðîâ ïðè ïîâîðîòàõ è îòðàæåíèÿõ êî-
îðäèíàò
Îáùèé âèä îïåðàòîðà ïîâîðîòà íà óãîë ω âîêðóã îñè n íàì èçâåñòåí. Äëÿ ñïèíîðíîé
âîëíîâîé ôóíêöèè ýòîò îïåðàòîð ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ìàòðèöû

Uω = eiσnω/2 .

Ïîýòîìó çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ ñïèíîðîâ ïðè ïîâîðîòå òàêîâ:

Ψ′(r′, t) = Uω Ψ(r, t) = [cos (ω/2) + i σn sin (ω/2) ] Ψ(r, t) , (A.3)
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ïðè ýòîì ñîñòîÿíèå Ψ′ ñîîòâåòñòâóåò âåêòîðó ñïèíà, ïîâåðíóòîìó íà óãîë (−ωn) ïî
îòíîøåíèþ ê âåêòîðó ñïèíà â ñîñòîÿíèè Ψ. Èç (3) âèäíî, ÷òî ïðè ïîâîðîòå íà 2π êîì-
ïîíåíòû ñïèíîðîâ èçìåíÿþò çíàê:

Ψ′ = −Ψ ïðè ω = 2π .

Ïîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð ñïèíà ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ ïîâîðîòà âåäåò ñåáÿ êàê âåêòîð, òî
åñòü ïðåîáðàçîâàííûé îïåðàòîð U−1 σU = Λσ, ãäå Λ � ìàòðèöà ïîâîðîòà r′ = Λr.

Òàê êàê ïðîèçâîëüíûé ïîâîðîò ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
òðåõ ïîâîðîòîâ (âîêðóã îñè z, çàòåì âîêðóã îñè y è ñíîâà âîêðóã îñè z), òî äîñòàòî÷íî
ðàññìîòðåòü ïîâåäåíèå îïåðàòîðà ñïèíà ïðè âðàùåíèÿõ âîêðóã îñåé z è y. Ïðè ïîâîðîòå
ñèñòåìû êîîðäèíàò íà óãîë ω âîêðóã îñè z ðàäèóñ-âåêòîð ïðåîáðàçóåòñÿ ïî çàêîíó

x′ = x cosω + y sinω , y′ = −x sinω + y cosω , z′ = z ,

à îïåðàòîð ïîâîðîòà èìååò âèä

Uω ≡ Uz(ω) = cos (ω/2) + iσz sin (ω/2) .

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ìàòðèö Ïàóëè, ïîëó÷èì

U−1
z (ω)σx Uz(ω) = [cos (ω/2)− iσz sin (ω/2) ]σx [cos (ω/2) + iσz sin (ω/2) ] =

= σx cosω + σy sinω ,

à òàêæå
U−1

z (ω)σy Uz(ω) = −σx sinω + σy sinω ; U−1
z (ω)σz Uz(ω) = σz ,

òî åñòü â ýòîì ñëó÷àå îïåðàòîð ñïèíà ïðåîáðàçóåòñÿ òàê æå êàê è ðàäèóñ-âåêòîð. Ðàñ-
ñìîòðèì òåïåðü ïîâîðîò íà óãîë ω âîêðóã îñè y, ïðè êîòîðîì

x′ = x cosω − z sinω , z′ = x sinω + z cosω , y′ = y .

Ïðåîáðàçîâàíèÿ ñïèíà â ýòîì ñëó÷àå

U−1
y (ω)σx Uy(ω) = [cos (ω/2)− iσy sin (ω/2) ] σx [cos (ω/2) + iσy sin (ω/2) ] =

= σx cosω − σz sinω ,

à òàêæå
U−1

y (ω)σy Uy(ω) = σx sinω + σz sinω ; U−1
y (ω)σy Uz(ω) = σy ,

òî åñòü è â ýòîì ñëó÷àå îïåðàòîð ñïèíà ïðåîáðàçóåòñÿ òàê æå êàê è ðàäèóñ-âåêòîð.
Òàêèì îáðàçîì, è ïðè ïðîèçâîëüíîì ïîâîðîòå îïåðàòîð ñïèíà ŝ = 1

2
σ äåéñòâèòåëüíî

ïðåîáðàçóåòñÿ ïî îáû÷íîìó âåêòîðíîìó çàêîíó

U−1
ω σ Uω = Λ σ , (A.4a)

ãäå Λ � ìàòðèöà ïîâîðîòà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðåîáðàçîâàíèþ

r′ = Λr . (A.4b)
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Â ÷àñòíîñòè, åñëè ñïèíîðó

Ψ =

(
1
0

)
cîîòâåòñòâóåò ñðåäíåå çíà÷åíèå âåêòîðà ñïèíà âäîëü îñè z (òî åñòü Ψ+σΨ = (0, 0, 1)),
òî ñïèíîðó

Ψn = Uz(−ϕ)Uy(−θ)Ψ =

(
cos(θ/2) e−iϕ/2

sin(θ/2) eiϕ/2

)
ñîîòâåòñòâóåò ñðåäíåå çíà÷åíèå âåêòîðà ñïèíà âäîëü åäèíè÷íîãî âåêòîðà

n = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ) ,

îïðåäåë¼ííîãî ïîëÿðíûì óãëîì θ è àçèìóòàëüíûì óãëîì ϕ, òî åñòü

Ψ+
n σ Ψn = n .

Ïðè îòðàæåíèè êîîðäèíàò r′ = −r ñïèí (êàê è ìîìåíò èìïóëüñà M = r × p) íå
èçìåíÿåò ñâîåãî âèäà. Ïîýòîìó íå èçìåíÿåòñÿ è çíà÷åíèå åãî z-ïðîåêöèè. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñïèíîðà ïðåîáðàçóåòñÿ òîëüêî ÷åðåç ñàìó ñåáÿ, òî åñòü

P̂ Ψ(r, t) = ηP Ψ(−r, t) , (A.5)

ãäå ηP � ôàçîâûé ìíîæèòåëü. Ïðè äâîéíîì îòðàæåíèè ìû âåðíåìñÿ ê èñõîäíîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò. Åñëè îïðåäåëèòü äâîéíîå îòðàæåíèå êàê òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå, òî
η2

P = 1 è ηP = ±1. Åñëè æå îïðåäåëèòü äâîéíîå îòðàæåíèå êàê ïîâîðîò íà 2π , òî
η2

P = −1 è ηP = ±i. Òàêèì îáðàçîì, ïðè îòðàæåíèè êîîðäèíàò ìàòðèöà U = ηP I è
ïðåîáðàçîâàííûé îïåðàòîð ñïèíà ðàâåí èñõîäíîìó:

U−1 σU = σ . (A.6)

Â èòîãå, ïðè îòðàæåíèÿõ è ïîâîðîòàõ ñèñòåìû êîîðäèíàò îïåðàòîð ñïèíà
âåäåò ñåáÿ êàê àêñèàëüíûé âåêòîð.

Îáñóäèì òåïåðü âîïðîñ î êîâàðèàíòíîñòè óðàâíåíèÿ Ïàóëè îòíîñèòåëüíî ïîâîðîòîâ
è îòðàæåíèÿ êîîðäèíàò. Ïðåäñòàâèì îïåðàòîð Ãàìèëüòîíà èç (1) â âèäå ñóììû äâóõ
ñëàãàåìûõ

Ĥ = Ĥ0 − µ̂sB , Ĥ0 =
1

2m

(
p̂− e

c
A
)2

+ eφ .

Ñëàãàåìîå Ĥ0 ÿâëÿåòñÿ èñòèííûì ñêàëÿðîì è íå èçìåíÿåò ñâîåãî âèäà ïðè ïîâîðîòå èëè
îòðàæåíèè êîîðäèíàò. Ìàãíèòíîå ïîëå îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì B = ∇ ×A, ãäå âåê-
òîðíûé ïîòåíöèàë A ÿâëÿåòñÿ ïîëÿðíûì âåêòîðîì, ïîýòîìó ìàãíèòíîå ïîëå B ÿâëÿåòñÿ
àêñèàëüíûì âåêòîðîì (èëè ïñåâäîâåêòîðîì), íå èçìåíÿþùèì ñâîåãî âèäà ïðè îòðàæå-
íèè êîîðäèíàò. Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êîâàðèàíòíîñòè ñëàãàåìîãî µ̂sB = 2µsŝB
äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð ŝ = σ/2 ïðåîáðàçóåòñÿ êàê ïñåâäîâåêòîð, ÷òî è áûëî
ïîêàçàíî âûøå.
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�B. Óðàâíåíèå Êëåéíà�Ôîêà�Ãîðäîíà (ÊÔÃ)
Â ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè îïåðàòîðû

p̂0 =
i~
c

∂

∂t
è p̂ = −i~∇

îáðàçóþò 4-ìåðíûé âåêòîð

p̂µ = i~
(

1

c

∂

∂t
, −∇

)
≡ i~∂µ.

Óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà

cp̂0 Ψ(t, r) =

{
1

2m

(
p̂− e

c
A
)2

+ eφ

}
Ψ(t, r)

è óðàâíåíèå Ïàóëè

cp̂0 Ψ(t, r) =

{
1

2m

(
σ
(
p̂− e

c
A
))2

+ eφ

}
Ψ(t, r)

íå ÿâëÿåòñÿ ðåëÿòèâèñòñêè êîâàðèàíòíûìè óðàâíåíèÿìè, êîìïîíåíòû p̂µ âõîäÿò â íèõ
ÿâíî íåñèììåòðè÷íûì îáðàçîì: ýòè óðàâíåíèÿ ñîäåðæàò ïåðâûå ñòåïåíè îïåðàòîðà p̂0

è âòîðûå ñòåïåíè îïåðàòîðà p̂. Ïðîñòåéøèå ðåëÿòèâèñòñêèå îáîáùåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé
ìîæíî ïîëó÷èòü äâóìÿ ñïîñîáàìè:

1) ïîòðåáîâàâ, ÷òîáû â óðàâíåíèå âõîäèëà âòîðàÿ ñòåïåíü îïåðàòîðà p̂0 (â ýòîì ñëó-
÷àå ìû ïðèéä¼ì ê óðàâíåíèþ Êëåéíà�Ôîêà�Ãîðäîíà);

2) ïîòðåáîâàâ, ÷òîáû â óðàâíåíèå âõîäèëà ïåðâàÿ ñòåïåíü îïåðàòîðà p̂ (â ýòîì ñëó÷àå
ìû ïðèéä¼ì ê óðàâíåíèþ Äèðàêà).

Êëàññè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå äëÿ êîìïîíåíò 4-èìïóëüñà ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû5(
p− e

c
A
)µ (

p− e

c
A
)

µ
= m2c2 ,

ãäå Aµ = (A0(t, r), A(t, r)) � 4-ïîòåíöèàë ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ è A0(t, r) ≡ φ(t, r) �
ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë, ñîîòâåòñòâóåò ðåëÿòèâèñòñêîìó âîëíîâîìó óðàâíåíèþ Êëåéíà�
Ôîêà�Ãîðäîíà (1926− 1927 ã.)[(

i
~
c
∂t −

e

c
A0

)2

−
(
−i~∇− e

c
A
)2
]

Ψ(t, r) = m2c2 Ψ(t, r) . (B.1)

Câîáîäíîìó äâèæåíèþ ÷àñòèöû ñ îïðåäåëåííûì 4-èìïóëüñîì pµ = (E/c, p) ñîîò-
âåòñòâóåò ïëîñêàÿ âîëíà

Ψ(x) = N e−i(Et−pr)/~ = N e−ipµxµ/~ . (B.2a)

5Çäåñü è íèæå ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì 4-âåêòîðîâ ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå, ò. å. âû-
ðàæåíèå AµBµ îçíà÷àåò AµBµ ≡ A0B0 − AxBx − AyBy − AzBz = A0B0 − AB. Ìû íåðåäêî áóäåì
èñïîëüçîâàòü ñîêðàùåííîå îáîçíà÷åíèå AB ≡ AµBµ.
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Åñëè ïîäñòàâèòü ýòó âîëíîâóþ ôóíêöèþ â óðàâíåíèå (1) ñ Aµ = 0, òî íàéäåì åñòåñòâåí-
íóþ ñâÿçü ìåæäó ýíåðãèåé è èìïóëüñîì

E2 = m2c4 + p2c2 ,

êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò çàêîí äèñïåðñèè, ò. å. çàâèñèìîñòü ýíåðãèè îò èìïóëüñà, âèäà

E(p) = ±εp , εp = +c
√
m2c2 + p2 .

Îòëîæèì îáñóæäåíèå äâóõ âîçìîæíûõ çíàêîâ ± â ýòîì âûðàæåíèè äî �D.
Ðåëÿòèâèñòñêîå óðàâíåíèå ÊÔÃ îêàçàëîñü óðàâíåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà ïî âðåìåíè.

Ýòî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ïðèíöèïèàëüíîìó îòëè÷èþ îò íåðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòî-
âîé ìåõàíèêå, îñíîâàííîé íà óðàâíåíèè Øð¼äèíãåðà � óðàâíåíèè ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî
âðåìåíè. Îäèí èç ïîñòóëàòîâ êâàíòîâîé ìåõàíèêè � èíòåðïðåòàöèÿ êâàäðàòà ìîäóëÿ
âîëíîâîé ôóíêöèè êàê ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè:

ρ(r, t) = Ψ(r, t)∗ Ψ(r, t) .

Ýòà ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè è ïëîòíîñòü òîêà âåðîÿòíîñòè

j =
1

2m
Ψ∗
(
−i~∇− e

c
A
)

Ψ + êîìï. cîïð. (B.3)

ñâÿçàíû óðàâíåíèåì íåïðåðûâíîñòè

∂%

∂t
+∇j = 0 , (B.4)

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèå íîðìèðîâêè∫
ρ(r, t) d3r = 1

íå èçìåíÿåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè.
Ïîäîáíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ íåâîçìîæíà äëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè óðàâíåíèÿ ÊÔÃ, òàê

êàê äëÿ íå¼ èíòåãðàë
∫

Ψ(r, t)∗ Ψ(r, t) d3r íå ñîõðàíÿåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Åñòåñòâåí-
íûì ðåëÿòèâèñòñêèì îáîáùåíèåì 3-âåêòîðà (3) ÿâëÿåòñÿ 4-âåêòîð

jµ =
{

Ψ∗
(
i~∂µ −

e

c
Aµ

)
Ψ +

(
i~∂µ Ψ− e

c
AµΨ

)∗
·Ψ
}
. (B.5)

Ëåãêî ïðîâåðèò, èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå ÊÔÃ, ÷òî êîìïîíåíòû ýòîãî 4-âåêòîðà óäîâëåòâî-
ðÿþò óðàâíåíèþ íåïðåðûâíîñòè

∂µj
µ = 0 , (B.6)

ýêâèâàëåíòíîìó óðàâíåíèþ (4). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðîëü ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè äîëæíà
èãðàòü íóëåâàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà jµ, ò. å.6

ρ =
j0
c

=
1

c

{
Ψ∗
(
i~∂0 −

e

c
A0

)
Ψ +

(
i~∂0 Ψ− e

c
A0Ψ

)∗
·Ψ
}
. (B.7)

6Äëÿ ïëîñêîé âîëíû (2a) ñ ýíåðãèåé E(p) = +εp ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ρ = 2εp|N |2, ïîýòîìó ïðè
íîðìèðîâêå íà îäíó ÷àñòèöó â îáú¼ìå V,∫

V
ρ d3r = 2εp|N |2 V = 1 ,

àìïëèòóäà ïëîñêîé âîëíû ðàâíà

N ≡ Np =
1√

2εpV
. (B.2b)
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Îäíàêî ýòà âåëè÷èíà íå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé! Ìû ïîêàæåì íèæå, ÷òî
â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ 4-âåêòîð jµ èãðàåò ðîëü íå ïëîòíîñòè òîêà âåðîÿòíîñòè, íî
ïëîòíîñòè òîêà çàðÿæåííûõ ÷àñòèö, à â ýòîì ñëó÷àå j0 ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíîé
âåëè÷èíîé.

Óðàâíåíèå ÊÔÃ è 4-âåêòîð jµ èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî êàëèáðîâî÷íîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ

Aµ → Aµ − ∂µf(x), Ψ → Ψ eief(x)/~c , (B.8)

ãäå f(x) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ x = (ct, r).
Îáñóäèì íåðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåë p2 � m2c2 óðàâíåíèÿ ÊÔÃ. Â ýòîì ñëó÷àå

E = mc2 +
p2

2m
− (p2)2

8m3c2
+ . . . .

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå íåðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå U(r). Ðåëÿòè-
âèñòñêàÿ ïîïðàâêà ê íåðåëÿòèâèñòñêîìó îïåðàòîðó Ãàìèëüòîíà

Ĥ0 =
p̂2

2m
+ U(r)

âîçíèêàåò èç-çà èçìåíåíèÿ çàêîíà äèñïåðñèè. Ñîîòâåòñòâóþùåå âîçìóùåíèå ðàâíî

V̂ = − (p̂2)
2

8m3c2
.

Â êóëîíîâñêîé çàäà÷å (ïðè U(r) = −e2/r ) ýòà ïîïðàâêà ñíèìàåò âûðîæäåíèå ïî l â
ñïåêòðå è ïðèâîäèò ê òîíêîé ñòðóêòóðå óðîâíåé. Âîçíèêàþùàÿ ïîïðàâêà ê ýíåðãèè

∆Enl = 〈nl| V̂ |nl〉 = − 1

2mc2

〈
nl

∣∣∣∣∣
(

p̂2

2m

)2
∣∣∣∣∣nl
〉

ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà ñ ó÷åòîì

p̂2

2m
= Ĥ0 +

e2

r
, Ĥ0 |nl 〉 = En |nl 〉

â âèäå

∆Enl = − 1

2mc2

〈
nl

∣∣∣∣∣
(
En +

e2

r

)2
∣∣∣∣∣nl
〉

= −me
4

2~2

α2

n3

(
1

l + 1
2

− 3

4n

)
. (B.9)

l =
2
1
0

n = 3

l =
1
0

}
n = 2

l = 0 }n = 1

Òîíêàÿ ñòðóêòóðà óðîâíåé àòîìà âîäîðîäà ñîãëàñíî (B.9).
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Çäåñü

α =
e2

~c
≈ 1

137

� áåçðàçìåðíàÿ êîíñòàíòà, ïîñòîÿííàÿ òîíêîé ñòðóêòóðû. Îäíàêî ðåàëüíûé ñïåêòð
àòîìà âîäîðîäà îòëè÷àåòñÿ îò ýòîãî ñïåêòðà. Ïðè÷èíà â òîì, ÷òî óðàâíåíèå ÊÔÃ íå
ó÷èòûâàåò ñïèí ýëåêòðîíà.

�C. Óðàâíåíèå Äèðàêà

C.1. Ñèììåòðè÷íàÿ ôîðìà óðàâíåíèÿ Äèðàêà
Â íåðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé ìåõàíèêå ñïèí ýëåêòðîíà ó÷èòûâàåòñÿ â óðàâíåíèè Ïà-
óëè (ñì. (A.1), (A.2)), êîòîðîå ìû ïðåäñòàâèì â ôîðìå{

σ0 (cp̂0 − eA0) −
1

2m

[
σ
(
p̂− e

c
A
)]2}

Ψ(t, r) = 0 ,

ãäå σ0 � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Åñòåñòâåííîå ðåëÿòèâèñòñêîå îáîáùåíèå óðàâíåíèÿ Ïàóëè
âûãëÿäèò òàê: {[

γ0

(
p̂0 −

e

c
A0

)
− γ

(
p̂− e

c
A
)]2

−m2c2
}

Ψ(x) = 0, (C.1)

ãäå γµ = (γ0, γ) � íåêîòîðûå ìàòðèöû, à x = (ct, r) � 4-ðàäèóñ-âåêòîð. Ïðåäñòàâèì
îïåðàòîð âòîðîãî ïîðÿäêà {. . .} â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1) â ôàêòîðèçîâàííîì âèäå

{. . .} =
[
γµ
(
i~∂µ −

e

c
Aµ

)
+mc

] [
γµ
(
i~∂µ −

e

c
Aµ

)
−mc

]
.

Ôóíêöèÿ Ψ(x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1), åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
ïåðâîãî ïîðÿäêà [

γµ
(
i~∂µ −

e

c
Aµ

)
−mc

]
Ψ(x) = 0 . (C.2)

Ýòî è åñòü óðàâíåíèå Äèðàêà (1928 ã.). Êîíå÷íî, âñå ïðåäûäóùåå íå âûâîä, à ëèøü íà-
âîäÿùèå ñîîáðàæåíèÿ. Ìû ïîñòóëèðóåì óðàâíåíèå Äèðàêà â âèäå (2), à ñïðàâåäëèâîñòü
åãî ïîäòâåðæäàåòñÿ ñîîòâåòñòâèåì ñëåäñòâèé èç íåãî ýêñïåðèìåíòó.

Îòìåòèì ñðàçó æå îñíîâíîå ñâîéñòâî ìàòðèö γµ. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Äèðàêà äëÿ
ñâîáîäíîé ÷àñòèöû

(γµp̂µ −mc) Ψ(x) = 0 (C.3)

óäîâëåòâîðÿåò òàêæå óðàâíåíèþ (1) (ïðè Aµ = 0), êîòîðîå ìû ïåðåïèøåì â ôîðìå

(γµp̂µ +mc) (γν p̂ν −mc) Ψ(x) = 0 . (C.1a)

×òîáû ñîõðàíèòü îáû÷íóþ ñâÿçü ìåæäó ýíåðãèåé è èìïóëüñîì, E2 = (p2 + m2c2)c2,
åñòåñòâåííî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû óðàâíåíèå (1a) ñîâïàäàëî ñ óðàâíåíèåì Êëåéíà�Ôîêà�
Ãîðäîíà (p̂µp̂µ −m2c2) Ψ(x) = 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

γµγν + γνγµ = 2gµνI . (C.4)
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Ñêîëüêî êîìïîíåíò ó âîëíîâîé ôóíêöèè Ψ(x)? Ïðè âûÿñíåíèè ýòîãî âîïðîñà âàæ-
íóþ ðîëü èãðàåò èíâàðèàíòíîñòü óðàâíåíèÿ Äèðàêà îòíîñèòåëüíî îòðàæåíèé ïðîñòðàí-
ñòâåííûõ îñåé èëè P -èíâàðèàíòíîñòü.

Ïðè ïîâîðîòå íà óãîë ω âîêðóã îñè n ïðåîáðàçîâàíèå 2-êîìïîíåíòíîãî ñïèíîðà ϕ
èìååò âèä (A.3)

ϕ′ = exp
(

i
2
ωσn

)
ϕ = [ cos(ω/2) + i σn sin(ω/2) ] ϕ . (C.5a)

Îïåðàòîð ïîâîðîòà exp
(

i
2
ωσn

)
íå íàðóøàåò P -èíâàðèàíòíîñòü, òàê êàê è ñïèí (ñîá-

ñòâåííûé ìîìåíò èìïóëüñà ýëåêòðîíà) ŝ = σ/2, è îñü ïîâîðîòà n � àêñèàëüíûå âåêòî-
ðû, à ïîòîìó ïðîèçâåäåíèå σn � èñòèííûé ñêàëÿð.

Ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà âäîëü îñè x ñî ñêîðîñòüþ V èìååò âèä

x′ = x chω − ct shω , ct′ = ct chω − x shω , chω =
1√

1− (V/c)2
, shω =

(V/c)√
1− (V/c)2

è ñîîòâåòñòâóåò ãèïåðáîëè÷åñêîìó ïîâîðîòó â ïëîñêîñòè x, ct, à ñîîòâåòñòâóþùåå ïðå-
îáðàçîâàíèå ñïèíîðà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî çàìåíîé ω → iω â óðàâíåíèè (5a), ÷òî äà¼ò

ϕ′ = exp
(
−1

2
ωσx

)
ϕ ,

ãäå áûñòðîòà ω îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì thω = V/c. Â ñëó÷àå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëî-
ðåíöà, çàäàâàåìîãî ïðîèçâîëüíûì âåêòîðîì ñêîðîñòè V, èìååì

ϕ′ = exp
(
−1

2
ωσn

)
ϕ = [ ch (ω/2)− σn sh (ω/2) ] ϕ , n =

V

V
, thω =

V

c
. (C.6)

Îïåðàòîð exp
(
−1

2
ωσn

)
íàðóøàåò P -èíâàðèàíòíîñòü, òàê êàê ñêîðîñòü V = V n � ïî-

ëÿðíûé âåêòîð, è ñëåäîâàòåëüíî σn � ïñåâäîñêàëÿð, èçìåíÿþùèé çíàê ïðè îòðàæåíèè
êîîðäèíàò.

Ïîýòîìó äëÿ ñîõðàíåíèÿ P -èíâàðèàíòíîñòè óðàâíåíèÿ Äèðàêà ïðèõîäèòñÿ ââîäèòü
âòîðîé ñïèíîð χ ñ äðóãèì, ÷åì ó ϕ ïîâåäåíèåì ïðè îòðàæåíèè êîîðäèíàò. Åñëè

P̂ ϕ(t, r) = ηP ϕ(t,−r) , P̂ χ(t, r) = −ηPχ(t,−r) , (C.7a)

ãäå ηP � ôàçîâûé ìíîæèòåëü, òî ïðåîáðàçîâàíèå âèäà

ϕ′ = ϕ ch (ω/2)− σnχ sh (ω/2) , χ′ = χ ch (ω/2)− σnϕ sh (ω/2) (C.8a)

ñîõðàíÿåò P -èíâàðèàíòíîñòü. Äâóõêîìïîíåíòíûå ñïèíîðû ϕ è χ îáúåäèíÿþòñÿ â 4-
êîìïîíåíòíûé ñïèíîð, èëè áèñïèíîð

Ψ(x) =

(
ϕ(x)
χ(x)

)
,

äëÿ êîòîðîãî ïðåîáðàçîâàíèå (5a), ñîîòâåòñâóþùåå ïîâîðîòó, èìååò âèä

Ψ′ = exp
(

i
2
ωΣn

)
Ψ = [ cos(ω/2) + iΣn sin(ω/2) ] Ψ , (C.5b)

à ôîðìóëà (8a), ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðåîáðàçîâàíèþ Ëîðåíöà, èìååò âèä

Ψ′ = exp
(
−1

2
ωαn

)
Ψ = [ ch(ω/2)− αn sh(ω/2) ] Ψ , (C.8b)
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ãäå ìàòðèöû

Σ =

(
σ 0
0 σ

)
, α =

(
0 σ
σ 0

)
(C.9)

ÿâëÿþòñÿ ýðìèòîâûìè è óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

ΣjΣk = I δjk + iεjkn Σn , αjαk + αkαj = 2I δjk .

Ïðåîáðàçîâàíèå (7a), ñîîòâåòñòâóþùåå îòðàæåíèþ ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò, ìîæåò
áûòü çàïèñàíî â âèäå

ΨP (x) ≡ P̂ Ψ(t, r) = ηP UP Ψ(t,−r) , UP = U−1
P =

(
I 0
0 −I

)
. (C.7b)

Íàéä¼ì 4 × 4 ìàòðèöû γµ, ðàññìàòðèâàÿ äëÿ ïðîñòîòû óðàâíåíèå Äèðàêà äëÿ ñâî-
áîäíîé ÷àñòèöû (3). Ïðè îòðàæåíèè êîîðäèíàò îïåðàòîð p̂0 íå èçìåíÿåòñÿ, à îïåðàòîð p̂
èçìåíÿåò çíàê. Åñëè â óðàâíåíèè Äèðàêà (γ0p̂0 − γp̂−mc) Ψ(t, r) = 0 ïðîâåñòè çàìåíû
p̂ → −p̂, Ψ(t, r) → Ψ(t,−r) = η−1

P UP ΨP (x), ñîîòâåòñòâóþùèå P -îòðàæåíèþ, òî ïîëó÷èì
óðàâíåíèå

(γ0p̂0 + γp̂−mc) UP ΨP (x) = 0 .

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ôóíêöèÿ ΨP (x) óäîâëåòâîðÿëà òîìó æå óðàâíåíèþ, ÷òî è ôóíê-
öèÿ Ψ(x), ìàòðèöû γµ äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì

UPγ0 = γ0UP , UP γ = −γUP .

ßñíî ïîýòîìó, ÷òî ìîæíî âûáðàòü

γ0 = UP =

(
I 0
0 −I

)
.

Èç UP γ + γUP = 0 ñëåäóåò, ÷òî

γ =

(
0 B
C 0

)
,

à ñîîòíîøåíèå
γmγn + γnγm = −2δmn I ; m, n = x, y, z

óäîâëåòâîðÿåòñÿ, åñëè âûáðàòü Bn = −Cn = σn, ãäå σn � ìàòðèöû Ïàóëè. Èòàê7,

γ0 =

(
I 0
0 −I

)
, γ =

(
0 σ
−σ 0

)
. (C.10)

C.2. Ðåëÿòèâèñòñêàÿ êîâàðèàíòíîñòü óðàâíåíèÿ Äèðàêà
Ïóñòü ïðè ïðîèçâîëüíîì ïðåîáðàçîâàíèè Ëîðåíöà 4-ðàäèóñ âåêòîð xµ ïðåîáðàçóåòñÿ ïî
çàêîíó

x′µ = Λµν x
ν ,

7Íàø âûáîð ñîîòâåòñòâóåò òàê íàçûâàåìîìó ñòàíäàðòíîìó ïðåäñòàâëåíèþ. Âîçìîæíû è äðóãèå
âûáîðû ìàòðèö Äèðàêà, ïîëó÷àåìûå èç ñòàíäàðòíîãî ïðè ïðåîáðàçîâàíèè γµ → UγµU−1, ãäå U �
óíèòàðíàÿ ìàòðèöà.
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à ñîîòâåòñâóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå áèñïèíîðà Äèðàêà çàäà¼òñÿ ìàòðèöåé U :

Ψ′(x′) = U Ψ(x) .

×òîáû äîêàçàòü ðåëÿòèâèñòñêóþ êîâàðèàíòíîñòü óðàâíåíèÿ Äèðàêà, äîñòàòî÷íî ïîêà-
çàòü, ÷òî íàéäåííûå âûøå îïåðàòîðû γµ ïðåîáðàçóþòñÿ êàê 4-âåêòîðû, òî åñòü ïðåîá-
ðàçîâàííûé îïåðàòîð U−1γµU óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (ñð. ñ îáñóæäåíèåì ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ îïåðàòîðà σ îòíîñèòåëüíî ïîâîðîòîâ â �A.3)

U−1γµU = Λµν γ
ν . (C.11)

Ýòî ëåãêî ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííî äëÿ ïîâîðîòîâ, êîãäà U = exp
(

i
2
ωΣn

)
, è äëÿ

ïðîñòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà, êîãäà U = exp
(
−1

2
ωαn

)
. Ïðè ýòîì îêàçûâàþòñÿ

ïîëåçíûìè ñîîòíîøåíèÿ

Σ γ0 = γ0 Σ , α γ0 = −γ0 α = −γ , (C.12)

Σjγk =

{
−γkΣj = iεjklγl ïðè j 6= k

−γkΣj ïðè j = k ,
αjγk =

{
γkαj ïðè j 6= k
−γ0 ïðè j = k .

Çíà÷èò, óðàâíåíèå (11) ñïðàâåäëèâî è äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ, êîòîðûé âñåãäà ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê êîìáèíàöèþ ýòèõ äâóõ ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Íàçîâåì ôóíêöèþ
Ψ(x) ≡ Ψ+(x)γ0

äèðàêîâñêè ñîïðÿæåííîé ôóíêöèè Ψ(x). Îíà ïðåîáðàçóåòñÿ ïî çàêîíó

Ψ
′
(x′) = Ψ+(x)U+γ0 ,

ïðè÷åì, äëÿ ïîâîðîòîâ (5b), êîãäà U = exp
(

i
2
ωΣn

)
, è äëÿ ïðîñòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ëîðåíöà (8b), êîãäà U = exp
(
−1

2
ωαn

)
, èç (12) ñëåäóåò, ÷òî

U+γ0 = γ0U
−1 .

Çíà÷èò, è â îáùåì ñëó÷àå äèðàêîâñêè ñîïðÿæåííàÿ ôóíêöèÿ ïðåîáðàçóåòñÿ ïî çàêîíó

Ψ
′
= ΨU−1 ,

îòêóäà âèäíî, ÷òî âåëè÷èíà
Ψ Ψ = ϕ+ϕ− χ+χ

ïðåîáðàçóåòñÿ ïî çàêîíó
Ψ
′
Ψ′ = Ψ Ψ ,

ò. å. ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðîì, à âåëè÷èíà Ψ γµΨ ïðåîáðàçóåòñÿ ïî çàêîíó

Ψ
′
γµ Ψ′ = Λµν Ψ γν Ψ ,

ò. å. ÿâëÿåòñÿ 4-âåêòîðîì. Àíàëîãè÷íî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âåëè÷èíû Ψ γµγνΨ ÿâëÿåòñÿ
4-òåíçîðîì âòîðîãî ðàíãà, à âåëè÷èíû Ψ γ5Ψ è Ψ γ5γµΨ, ãäå

γ5 = −iγ0γxγyγz =

(
0 −I
−I 0

)
, (C.10a)

ïðåîáðàçóþòñÿ êàê ïñåâäîñêàëÿð è àêñèàëüíûé 4-âåêòîð ñîîòâåòñòâåííî.
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C.3. Ïëîòíîñòü òîêà
Äèðàêîâñêè ñîïðÿæåííàÿ ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ(

−i~∂µ −
e

c
Aµ

)
Ψ(x) γµ −mcΨ(x) = 0 . (C.13)

Äîìíîæèì ýòî óðàâíåíèå ñïðàâà íà Ψ(x) è âû÷òåì èç óðàâíåíèÿ (2), äîìíîæåííîãî
ñëåâà íà Ψ(x), òîãäà ïîëó÷èì óðàâíåíèå(

∂µ Ψ(x)
)
γµ Ψ(x) + Ψ(x) γµ ∂µ Ψ(x) = 0 ,

êîòîðîå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ 4-ìåðíîãî òîêà. Åñëè ââåñòè 4-
ìåðíóþ ïëîòíîñòü òîêà

jµ(x) = cΨ(x) γµ Ψ(x) , (C.14)

òî îíà áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ íåïðåðûâíîñòè

∂µj
µ(x) = 0 .

Äëÿ äèðàêîâñêîé ÷àñòèöû ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè

%(x) = j0(x)/c = Ψ(x)γ0Ψ(x) = Ψ+(x)Ψ(x) (C.15)

ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ôóíêöèåé. Ïëîòíîñòü 3-ìåðíîãî òîêà ðàâíà

j(x) = cΨ(x) γΨ(x) = cΨ+(x)αΨ(x) , (C.16)

ãäå ýðìèòîâû ìàòðèöû α = γ0γ îïðåäåëåíû â (9). Óðàâíåíèå Äèðàêà è ïëîòíîñòü äèðà-
êîâñêîãî òîêà, ðàçóìååòñÿ, èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî êàëèáðîâî÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
(4.8).

C.4. Çàðÿäîâîå ñîïðÿæåíèå è îòðàæåíèå âðåìåíè
Ðàññìîòðèì åùå ñâîéñòâî óðàâíåíèÿ Äèðàêà îòíîñèòåëüíî C (çàðÿäîâîå ñîïðÿæåíèå)
ïðåîáðàçîâàíèÿ. Åñëè ôóíêöèÿ Ψ(x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (2), òî ëåãêî ïðîâåðèòü,
÷òî ôóíêöèÿ

ΨC(x) = CΨ(x) , C = γyγ0 = −αy (C.17)

ñîîòâåòñòâóåò çàðÿäîâî-ñîïðÿæåííîé ÷àñòèöå, ò. å. óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ[
γµ
(
i~∂µ +

e

c
Aµ

)
−mc

]
ΨC(x) = 0 , (C.2b)

êîòîðîå îòëè÷àåòñÿ îò óðàâíåíèÿ (2) äëÿ Ψ(x) ëèøü çíàêîì çàðÿäà e.
Àíàëîãè÷íî, åñëè ôóíêöèÿ Ψ(x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (3), òî ëåãêî ïðîâåðèòü,

÷òî ôóíêöèÿ
ΨT (t, r) = UT Ψ(−t, r) , UT = iγzγxγ0 (C.18)

óäîâëåòâîðÿåò òîìó æå óðàâíåíèþ. Íàêîíåö, óêàæåì, ÷òî äåéñòâèå òð¼õ ïðåîáðàçîâàíèé
C, P è T îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì:

ΨCPT (t, r) = iγ5Ψ(−t,−r) , γ5 = −iγ0γxγyγz =

(
0 −I
−I 0

)
. (C.19)
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C.5. Ãàìèëüòîíîâà ôîðìà óðàâíåíèÿ Äèðàêà
Óìíîæèâ óðàâíåíèå (2) íà γ0 ñëåâà, ïîëó÷èì óðàâíåíèå Äèðàêà â ãàìèëüòîíîâîé ôîðìå

i~
∂Ψ

∂t
= Ĥ Ψ, Ĥ = α(cp̂− eA) +mc2γ0 + eA0 , p̂ = −i~∇ . (C.20)

Îòñþäà îïåðàòîð ñêîðîñòè ðàâåí

v̂ =
i

~
[Ĥ, r] = cα , (C.21)

à îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ âî âíåøíåì ïîëå

d

dt

(
p̂− e

c
A
)

= eE + eα×B

ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì êëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

d

dt

mv√
1− (v/c)2

= eE + e
v

c
×B .

Â öåíòðàëüíîì ïîëå (ïðè A = 0, eA0 = U(r)) îðáèòàëüíûé ìîìåíò l̂ = r × p̂/~ è
ñïèí

ŝ =
1

2
Σ =

1

2

(
σ 0
0 σ

)
â îòäåëüíîñòè íå ñîõðàíÿþòñÿ:

d̂l

dt
=

i

~
[Ĥ, l̂] =

c

~
α× p̂,

dŝ

dt
=

i

~
[Ĥ, ŝ] = − c

~
α× p̂ .

Åñòåñòâåííî, îäíàêî, ÷òî ñîõðàíÿåòñÿ ïîëíûé ìîìåíò ĵ = l̂ + ŝ,

dĵ

dt
=

i

~
[Ĥ, ĵ] = 0 .

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñâîáîäíûé ýëåêòðîí â ñîñòîÿíèè ñ îïðåäåëåííûì èìïóëüñîì p.
Â ýòîì ñëó÷àå ãàìèëüòîíèàí

Ĥ = cαp +mc2γ0

òàêæå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðîì ñïèíà,

[Ĥ, ŝ] = i cα× p . (C.22)

Îäíàêî ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà ïîäñêàçûâàåò äâà âîçìîæíûõ èñêëþ÷åíèÿ.
1. Åñëè p → 0 (÷òî ñïðàâåäëèâî â ñèñòåìå ïîêîÿ ýëåêòðîíà), òî ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâ-

íåíèÿ (22) îáðàùàåòñÿ â íóëü

[Ĥ, ŝ] = 0 ïðè p → 0 . (C.23)

Òàêèì îáðàçîì, ñïèíîâîå ñîñòîÿíèå ñâîáîäíîãî ýëåêòðîíà ìîæíî îïèñûâàòü, çàäàâàÿ
îïðåäåëåííîå çíà÷åíèå σ = ±1/2 îïåðàòîðà ŝz â ñèñòåìå ïîêîÿ ýëåêòðîíà.

2. Åñëè óìíîæèòü óðàâíåíèå (22) ñêàëÿðíî íà âåêòîð p, òî ïðàâàÿ ÷àñòü ïîëó÷åííîãî
ñîîòíîøåíèÿ òàêæå îáðàòèòñÿ â íóëü. Ïîýòîìó îïåðàòîð ñïèðàëüíîñòè Λ̂ (ïðîåêöèè
ñïèíà íà íàïðàâëåíèå èìïóëüñà ýëåêòðîíà) êîììóòèðóåò ñ ãàìèëüòîíèàíîì

[Ĥ, Λ̂] = 0 , Λ̂ = ŝ · p

|p|
. (C.24)

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Λ̂ ðàâíû λ = ±1/2, à åãî ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ íà-
çûâàþòñÿ ñïèðàëüíûìè ñîñòîÿíèÿìè.
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�D. Ñâîáîäíîå äâèæåíèå äèðàêîâñêîé ÷àñòèöû
Câîáîäíîìó äâèæåíèþ ÷àñòèöû ñ îïðåäåë¼ííûì 4-èìïóëüñîì p ñîîòâåòñòâóåò ïëîñêàÿ
âîëíà8

Ψ(x) = u(p) e−ipx , p x ≡ pµx
µ = Et− pr , (D.1)

ãäå áèñïèíîð u(p) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

(γµpµ −m)u(p) = 0 . (D.2)

Äëÿ äâóõêîìïîíåíòíûõ ñïèíîðîâ ϕ(p) è χ(p), ÷åðåç êîòîðûå âûðàæàåòñÿ áèñïèíîð

u(p) = u(E, p) =

(
ϕ(p)
χ(p)

)
,

ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé

(E −m)ϕ− σpχ = 0 , σpϕ− (E +m)χ = 0 .

Ýòà ñèñòåìà èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå, åñëè åå îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ, òî åñòü åñëè
E2 = p2 +m2. Ââåä¼ì àðèôìåòè÷åñêèé, ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü

ε = +
√

p2 +m2 . (D.3)

Ñóùåñòâóþò äâå âîçìîæíîñòè:
1. Ýíåðãèÿ ïîëîæèòåëüíà:

E = +ε , χ =
σp

ε+m
ϕ .

Ïðè íîðìèðîâêå
ϕ+ϕ = 1 , ūu = 2m

ïîëó÷àåì áèñïèíîð

u(ε, p) ≡ up =

(√
ε+mϕ
Âϕ

)
, Â =

σp√
ε+m

=
√
ε−mσn , (D.4a)

ãäå n = p/|p|, ïðè ýòîì
ūp up = 2m, ūp γ

µ up = 2pµ . (D.4b)

2. Ýíåðãèÿ îòðèöàòåëüíà:

E = −ε, u(−ε,p) =

(
−Â χ√
ε+mχ

)
.

×åòûðå êîìïîíåíòû âîëíîâîé ôóíêöèè ñîîòâåòñòâóþò äâóì âîçìîæíûì îðèåíòàöè-
ÿì ñïèíà ïðè äâóõ âîçìîæíûõ çíàêàõ ýíåðãèè. Èñêëþ÷èòü ñîñòîÿíèÿ ñ îòðèöàòåëüíîé
ýíåðãèåé íåëüçÿ, òàê êàê â êâàíòîâîé ìåõàíèêå âîçìîæíû ïåðåõîäû ìåæäó ñîñòîÿ-
íèÿìè. Äèðàê ïîñòóëèðîâàë, ÷òî óðîâíè ñ îòðèöàòåëüíîé ýíåðãèåé çàïîëíåíû. Òîãäà
ïåðåõîäîâ íà íèõ íåò â ñèëó ïðèíöèïà Ïàóëè. Äûðêà â äèðàêîâñêîì ìîðå âåäåò ñåáÿ êàê

8Çäåñü è íèæå (çà èñêëþ÷åíèåì �F.1) ïîëàãàåì ~ = 1, c = 1.
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÷àñòèöà òîé æå ìàññû, ÷òî è ýëåêòðîí, íî ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çàðÿäîì, ïðè÷¼ì îòñóò-
ñòâóþùåìó ýëåêòðîíó ñ ýíåðãèåé (−ε) è èìïóëüñîì (−p) ñîîòâåòñòâóåò ÷àñòèöà-äûðêà
ñ ýíåðãèåé (+ε) è èìïóëüñîì (+p). Â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ ÷àñòèöà-äûðêà âûñòóïà-
åò êàê àíòè÷àñòèöà, à ïðåäñòàâëåíèå î äèðàêîâñêîì ìîðå îêàçàëîñü èçëèøíèì. Òàêàÿ
àíòè÷àñòèöà äëÿ ýëåêòðîíà áûëà âñêîðå îáíàðóæåíà (Ê. Àíäåðñîí, 1932 ã.) è íàçâàíà
ïîçèòðîíîì.

Òàêèì îáðàçîì, ñâîáîäíîìó ýëåêòðîíó ñîîòâåòñòâóåò ïëîñêàÿ âîëíà

Ψp(x) = N up e−ipx , p x = εt− pr , (D.5)

ãäå áèñïèíîð up îïðåäåë¼í â (4), à ìíîæèòåëü N ïðè íîðìèðîâêå íà îäíó ÷àñòèöó âî
âñ¼ì îáú¼ìå V ðàâåí

N =
1√
2εV

. (D.6)

Ñâîáîäíîìó ïîçèòðîíó ñîîòâåòñòâóåò ïëîñêàÿ âîëíà

Ψ−p(x) = N vp eipx , p x = εt− pr , (D.7)

ãäå áèñïèíîð vp îïðåäåë¼í ñîîòíîøåíèåì

vp ≡ u(−ε,−p) =

(
Â χ√
ε+mχ

)
, χ+χ = 1 , v̄p vp = −2m, v̄p γ

µvp = +2pµ . (D.8)

Òàê êàê ïîçèòðîí ÿâëÿåòñÿ àíòè÷àñòèöåé äëÿ ýëåêòðîíà, òî9

Ψ−p(x) = CΨp(x) , (D.9)

à áèñïèíîð vp ñâÿçàí ñ áèñïèíîðîì up ñîîòíîøåíèåì

vp = C ūp , χ = −σy ϕ . (D.10)

Áèñïèíîðû up è vp âçàèìíî îðòîãîíàëüíû:

v̄p up = ūp vp = 0 . (D.11)

Â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå âåëè÷èíà Â ìàëà, ∼ |p|/m � 1, ïîýòîìó âîëíîâàÿ
ôóíêöèÿ ñâîáîäíîãî ýëåêòðîíà (ïîçèòðîíà) ôàêòè÷åñêè ñòàíîâèòñÿ äâóõêîìïîíåíòíîé,
òàê êàê åå íèæíèå (âåðõíèå) êîìïîíåíòû îêàçûâàåòñÿ ∼ |p|/m.

Îòìåòèì òàêæå îñîáåííîñòü, ñâÿçàííóþ ñ îïåðàòîðîì ñêîðîñòè v̂ = α. Òàê êàê
v̂x = αx, à α2

x = I, òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà v̂x ðàâíû ±1 (èëè ±c â îáû÷íûõ
åäèíèöàõ). Îäíàêî ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà v̂x íå ñîîòâåòñòâóþò îïðåäåëåííî-
ìó çíàêó ýíåðãèè, ò. å. îáû÷íûì ôèçè÷åñêèì ñîñòîÿíèÿì. È íàîáîðîò, â ñîñòîÿíèè ñ
ôèêñèðîâàííîé ýíåðãèåé

〈vx〉 = u+(±ε,p)αx u(±ε,p) =
px

±ε
,

êàê è äîëæíî áûòü.

9Îòìåòèì, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò íàõîäèòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè çàðÿäîâîãî ñîïðÿæåíèÿ (ñì.
(C.17)): åñëè ôóíêöèÿ Ψ(x) ∝ e−iεt/~ åñòü ðåøåíèå ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Äèðàêà äëÿ ÷àñòèöû
ñ ýíåðãèåé E = +ε è çàðÿäîì e âî âíåøíåì ïîëå, òî ôóíêöèÿ CΨ(x) ∝ e+iεt/~ îòâå÷àåò ðåøåíèþ
óðàâíåíèÿ Äèðàêà äëÿ ÷àñòèöû ñ ýíåðãèåé E = −ε è ïðîòèâîïîëîæíûì çàðÿäîì (−e) â òîì æå ïîëå.
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� E. Ïîëÿðèçàöèÿ ýëåêòðîíà è ïîçèòðîíà
Â ýòîì ðàçäåëå ñîáðàíû îñíîâíûå ôîðìóëû, çàäàþùèå îïèñàíèå ïîëÿðèçàöèîííîãî ñî-
ñòîÿíèÿ ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ è ïîçèòðîíîâ â äâóõ óïîìÿíóòûõ â �C.5 ïîäõîäàõ.

1. Ñâîáîäíûé ýëåêòðîí ñ èìïóëüñîì p, ýíåðãèåé ε = +
√

p2 +m2 è ïðîåêöèåé ñïèíà
íà îñü z â ñèñòåìå ïîêîÿ ýëåêòðîíà, ðàâíîé σ, îïèñûâàåòñÿ âîëíîâîé ôóíêöèåé

Ψpσ(x) = N upσ e−ipx , px = εt− pr . (E.1)

Çäåñü áèñïèíîð upσ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì

(γµpµ −m) upσ = 0 , (E.2a)

ŝz upσ = σ upσ ïðè ε→ m, (E.2b)

óñëîâèþ íîðìèðîâêè
ūpσupσ′ = 2mδσσ′ (E.3a)

è èìååò âèä

upσ =

( √
ε+mϕ(σ)

√
ε−mσnϕ(σ)

)
, n =

p

|p|
. (E.4)

Êðîìå òîãî,
ūpσγ

µupσ′ = 2pµ δσσ′ . (E.3b)

Äâóõêîìïîíåíåòíûå ñïèíîðû ϕ(σ) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì

1
2
σz ϕ

(σ) = σ ϕ(σ) , ϕ(σ)+ϕ(σ′) = δσσ′ ;

ÿâíûé âèä ýòèõ ñïèíîðîâ ìîæåò áûòü âûáðàí êàê è â íåðåëÿòèâèñòñêîì ñëó÷àå:

ϕ(σ=1/2) =

(
1
0

)
; ϕ(σ=−1/2) =

(
0
1

)
.

Ìíîæèòåëü N ïðè íîðìèðîâêå íà îäíó ÷àñòèöó âî âñ¼ì îáú¼ìå V ðàâåí

N =
1√
2εV

. (E.5)

Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê îïèñàíèþ ñïèíîâîãî ñîñòîÿíèÿ ñâîáîäíîãî ïîçèòðîíà. Íàïîì-
íèì, ÷òî â êàðòèíå Äèðàêà çîíà îòðèöàòåëüíûõ ýíåðãèé çàïîëíåííà, à îòñóòñòâóþùå-
ìó ýëåêòðîíó ñ ýíåðãèåé (−ε) è èìïóëüñîì (−p) ñîîòâåòñòâóåò ÷àñòèöà-äûðêà (ïîçè-
òðîí) ñ ýíåðãèåé (+ε) è èìïóëüñîì (+p). Â ïåðâîì ïîäõîäå îòñóòñòâóþùåìó ýëåêòðîíó
ñ ïðîåêöèåé ñïèíà íà îñü z, ðàâíîé (−σ) (â ñèñòåìå ïîêîÿ ýëåêòðîíà), ñîîòâåòñòâóåò
÷àñòèöà-äûðêà ñ ïðîåêöèåé ñïèíà íà îñü z, ðàâíîé (+σ). Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó-
÷àå ïîçèòðîí ñ èìïóëüñîì p, ýíåðãèåé ε = +

√
p2 +m2 è ïðîåêöèåé ñïèíà íà îñü z â

ñèñòåìå ïîêîÿ ïîçèòðîíà, ðàâíîé σ, îïèñûâàåòñÿ âîëíîâîé ôóíêöèåé

Ψ−p−σ(x) = C ψpσ(x) = N vpσ e+ipx , px = εt− pr . (E.6)

Çäåñü áèñïèíîð
vpσ = Cūpσ
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óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì
(−γµpµ −m) vpσ = 0 , (E.7a)

ŝz vpσ = −σ vpσ ïðè ε→ m, (E.7b)

óñëîâèþ íîðìèðîâêè
v̄pσvpσ′ = −2mδσσ′ (E.8a)

è èìååò âèä

vpσ =

(√
ε−mσnχ(−σ)

√
ε+mχ(−σ)

)
, (E.9)

ãäå äâóõêîìïîíåíòíûå ñïèíîðû

χ(−σ) = −σyϕ
(σ) = −2σiϕ(−σ) . (E.10)

Êðîìå òîãî,
v̄pσγ

µvpσ′ = 2pµ δσσ′ . (E.8b)

Êîíå÷íî, áèñïèíîðû u è v âçàèìíî îðòîãîíàëüíû:

v̄pσ upσ′ = ūpσ vpσ′ = 0 . (E.11)

Îòìåòèì ïîëåçíûå ôîðìóëû:

γ0u−pσ = +upσ , γ0v−pσ = −vpσ . (E.12)

2. Âî âòîðîì ïîäõîäå ñâîáîäíîìó ýëåêòðîíó ñîîòâåòñòâóåò ïëîñêàÿ âîëíà

Ψpλ(x) = N upλ e−ipx , px = εt− pr , (E.13)

ãäå áèñïèíîð upλ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì

(γµpµ −m) upλ = 0 , Λ̂upλ = λupλ , (E.14)

óñëîâèþ íîðìèðîâêè
ūpλupλ′ = 2mδλλ′

è èìååò âèä

upλ =

( √
ε+mw(λ)(n)

2λ
√
ε−mw(λ)(n)

)
. (E.15)

Äâóõêîìïîíåíåòíûå ñïèíîðû w(λ)(n) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì

1
2
(σn)w(λ)(n) = λw(λ)(n) , w(λ)+(n)w(λ′)(n) = δλ′λ ;

ÿâíûé âèä ýòèõ ñïèíîðîâ òàêîâ (ñì. � 3.3)

w(λ=1/2)(n) =

(
e−iϕ/2 cos θ

2

eiϕ/2 sin θ
2

)
; w(λ=−1/2)(n) =

(
−e−iϕ/2 sin θ

2

eiϕ/2 cos θ
2

)
.

Âî âòîðîì ñïîñîáå îïèñàíèÿ ñïèíîâûõ ñîñòîÿíèé îòñóòñòâóþùåìó ýëåêòðîíó ñî ñïè-
ðàëüíîñòüþ λ (ïðîåêöèåé ñïèíà íà íàïðàâëåíèå èìïóëüñà ýëåêòðîíà (−p)) ñîòâåòñòâóåò
÷àñòèöà-äûðêà ñ òîé æå ñïèðàëüíîñòüþ λ (ïðîåêöèåé ñïèíà íà íàïðàâëåíèå èìïóëüñà
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äûðêè (+p)). Òàêèì îáðàçîì, ïîçèòðîí ÿâëÿåòñÿ çàðÿäîâî-ñîïðÿæ¼ííîé ê ýëåêòîðîíó
÷àñòèöåé è ïîòîìó îïèñûâàåòñÿ âîëíîâîé ôóíêöèåé

Ψ−pλ(x) = N vpλ e+ipx , px = εt− pr , (E.16)

ãäå áèñïèíîð vpλ = Cūpλ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì

(−γµpµ −m) vpλ = 0 , Λ̂′ vpλ = λ vpλ , Λ̂′ = ŝ · (−p)

|p|
, (E.17)

óñëîâèþ íîðìèðîâêè
v̄pλ vpλ′ = −2mδλ′λ ,

è èìååò âèä

vpλ = i

( √
ε−mw(−λ)(n)

−2λ
√
ε+mw(−λ)(n)

)
. (E.18)

Êîíå÷íî, áèñïèíîðû upλ è vpλ âçàèìíî îðòîãîíàëüíû:

v̄pλ upλ′ = ūpλ vpλ′ = 0 . (E.19)

� F. Ñâîéñòâà óðàâíåíèÿ Äèðàêà
Ïðè ðàññìîòðåíèè íåðåëÿòèâèñòñêîãî è óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîãî ïðåäåëîâ óðàâíåíèÿ
Äèðàêà óäîáíî èñïîëüçîâàòü ýòî óðàâíåíèå â ãàìèëüòîíîâîé ôîðìå (C.20) ñ îïðåäå-
ëåííîé ðåëÿòèâèñòñêîé ýíåðãèåé ε,

Ĥψ(r) = εψ(r) , ψ(r) =

(
ϕ(r)
χ(r)

)
, (F.1)

è ïåðåïèñàòü åãî â âèäå ñèñòåìû ñâÿçàííûõ óðàâíåíèé äëÿ äâóõêîìïîíåíòíûå ñïèíîðû
ϕ(r) è χ(r):

(ε−mc2 − eA0)ϕ(r) = cσ
(
p̂− e

c
A
)
χ(r) , (F.2a)

(ε+mc2 − eA0)χ(r) = cσ
(
p̂− e

c
A
)
ϕ(r) . (F.2b)

F.1. Íåðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåë óðàâíåíèÿ Äèðàêà
Ïðîâåäåì ðàçëîæåíèå óðàâíåíèÿ Äèðàêà ïî ñòåïåíÿì v/c äî ïåðâîãî ïîðÿäêà âêëþ÷è-
òåëüíî. Äëÿ ýòîãî ââåäåì íåðåëÿòèâèñòñêóþ ýíåðãèþ Eíåð = ε−mc2 è áóäåì ïðåäïîëà-
ãàòü, ÷òî |Eíåð| � mc2 è |eA0| � mc2. Òîãäà èç (2b) â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî v/c íàõîäèì

χ(r) =
1

2mc
σ
(
p̂− e

c
A
)
ϕ(r) .

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (2a), ïîëó÷àåì

(Eíåð − eA0)ϕ(r) =
1

2m

[
σ
(
p̂− e

c
A
)]2

ϕ(r) .
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Ñ ó÷åòîì (A.2) ýòî óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä óðàâíåíèÿ Ïàóëè

Ĥíåðϕ(r) = Eíåð ϕ(r) , Ĥíåð =
1

2m

(
p̂− e

c
A
)2

+ eA0 − µ̂e B ,

â êîòîðîì çíà÷åíèå ìàãíèòíîãî ìîìåíòà ýëåêòðîíà

µ̂e =
e~

2mc
σ

ïîëó÷åíî êàê ïðîñòîå ñëåäñòâèå óðàâíåíèÿ Äèðàêà.
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âî âòîðîì ïîðÿäêå ïî v/c ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå âûðàæåíèå

äëÿ ðåëÿòèâèñòñêîãî âîçìóùåíèÿ â êóëîíîâñêîé çàäà÷å U(r) = −e2/r:

V̂ = − (p̂2)
2

8m3c2
+

e2~2

4m2c2r3
l̂σ +

πe2~2

2m2c2
δ(r) .

Èñïîëüçóÿ ýòî âîçìóùåíèå, ïîëó÷èì ïîïðàâêó ê ýíåðãèè, ñîîòâåòñòâóþùóþ ýêñïå-
ðèìåíòàëüíî íàáëþäàåìîé òîíêîé ñòðóêòóðå ñïåêòðà àòîìà âîäîðîäà,

∆Enj = −me
4

2~2

α2

n3

(
1

j + 1/2
− 3

4n

)
.

3d5/2

3p3/2, 3d3/2

3s1/2, 3p1/2

n = 3

2p3/2

2s1/2, 2p1/2

}
n = 2

2s1/2 }n = 1

Òîíêàÿ ñòðóêòóðà óðîâíåé àòîìà âîäîðîäà ñîãëàñíî óðàâíåíèþ Äèðàêà

Âèäíî, ÷òî ñîõðàíÿåòñÿ âûðîæäåíèå óðîâíåé ñ îäèíàêîâûìè n è j, íî ðàçíûìè l.

F.2. Óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåë óðàâíåíèÿ Äèðàêà
Ðàññìîòðèì óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåë óðàâíåíèÿ Äèðàêà (1), (2), êîãäà ïðè ε� m
â ãàìèëüòîíèàíå ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ñëàãàåìûì, ïðîïîðöèîíàëüíûì ìàññå ýëåêòðîíà, ò.
å. êîãäà

Ĥ = α(p̂− eA) + eA0 . (F.3)

Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Äèðàêà îáëàäàþò äîïîëíèòåëüíîé ñèììåòðèåé. ×òî-
áû óâèäåòü ýòî, ïåðåïèøåì (2), ïðåíåáðåãàÿ ìàññîé ýëåêòðîíà,

(ε− eA0)ϕ(r) = σ (p̂− eA) χ(r) ,

(ε− eA0)χ(r) = σ (p̂− eA) ϕ(r) .
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Ñêëàäûâàÿ è âû÷èòàÿ ýòè äâà óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì ñèñòåìó íåñâÿçàííûõ óðàâíåíèé

σ(p̂− eA) ξ(x) = +(ε− eA0) ξ(x) ,

σ(p̂− eA) η(x) = −(ε− eA0) η(x) ,

ãäå íîâûå äâóõêîìïîíåíòíûå ñïèíîðû ξ è η âûðàæàþòñÿ ëèíåéíî ÷åðåç ñòàðûå:

ξ = 1
2
(ϕ+ χ) , η = 1

2
(ϕ− χ) .

Âèäíî, ÷òî íîâûå ñïèíîðû ξ è η ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè îïåðàòîðà

K̂ = (ε− eA0)
−1 σ(p̂− eA)

ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè +1 è −1, ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì, ñïèíîðû ξ è η
îïèñûâàþò äâà ðàçíûõ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèÿ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ
Äèðàêà ñ îäíîé è òîé æå ýíåðãèé ε. Ñîñòîÿíèå, îïèñûâàåìîå ñïèíîðîì ξ(x), íàçûâàåòñÿ
êèðàëüíûì ñîñòîÿíèåì ñ ïîëîæèòåëüíîé (èëè ïðàâîé, R) êèðàëüíîñòüþ, à ñîñòîÿíèå,
îïèñûâàåìîå ñïèíîðîì η(x), íàçûâàåòñÿ êèðàëüíûì ñîñòîÿíèåì ñ îòðèöàòåëüíîé (èëè
ëåâîé, L) êèðàëüíîñòüþ.

Ïðè ñâîáîäíîì äâèæåíèè äèðàêîâñêîé ÷àñòèöû, êîãäà Aµ = 0, îïåðàòîð K̂ = σ p̂/ε

ëèøü ìíîæèòåëåì 2 îòëè÷àåòñÿ îò îïåðàòîðà ñïèðàëüíîñòè Λ̂ = 1
2
σ p̂/|p|, òàê êàê â

óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå |p| = ε. Ïîýòîìó ïðàâûì èëè ëåâûì êèðàëüíûì ñîñòî-
ÿíèÿì ñîîòâåòñòâóþò îïðåäåëåííûå çíà÷åíèÿ ñïèðàëüíîñòè λ = +1/2 èëè λ = −1/2. Â
êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè îïåðàòîðó p̂− eA ñîîòâåòñòâóåò âåêòîð mv/

√
1− v2,

à îïåðàòîðó ε − eA0 � âåëè÷èíà m/
√

1− v2, òàê ÷òî îïåðàòîðó K̂ è â ýòîì ñëó÷àå
ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåííàÿ ïðîåêöèÿ ñïèíà íà íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ ÷àñòèöû.

Â îáû÷íîì ôîðìàëèçìå ÷åòûðåõêîìïîíåíòíûõ ñïèíîðîâ ψ(r) äîïîëíèòåëüíàÿ ñèì-
ìåòðèÿ óðàâíåíèÿ Äèðàêà ïðè m = 0 ñâÿçàíà ñ íàëè÷èåì äîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëà
äâèæåíèÿ. Ñîîòâåòñòâóþùèì åìó îïåðàòîðîì ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíà (5.19)

γ5 = −iγ0γxγyγz =

(
0 −I
−I 0

)
ñî ñâîéñòâàìè

(γ5)
2 = 1 , γ5γµ + γµγ5 = 0 , γ5α−αγ5 = 0 .

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ γ5 ðàâíû ±1, à èç âòîðîãî
è òðåòüåãî óðàâíåíèé ñëåäóåò, ÷òî γ5 íå êîììóòèðóåò ñ ïîëíûì ãàìèëüòîíèàíîì Ĥ =
α(p̂− eA)+ eA0 +mγ0, ñîäåðæàùèì ñëàãàåìîå mγ0, íî êîììóòèðóåò ñ ãàìèëüòîíèàíîì
(3), â êîòîðîì ýòî ñëàãàåìîå îòñóòñòâóåò. Ïîýòîìó ìû ìîæåì ñòàâèòü çàäà÷ó íà ïîèñê
ñîâìåñòíûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðîâ Ĥ (3) è γ5. Ïóñòü ψ(r) åñòü íåêîòîðîå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ĥ ψ(r) = ε ψ(r). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèè

ψR(r) =
1− γ5

2
ψ(r) =

(
ξ(r)
ξ(r)

)
, ψL(r) =

1 + γ5

2
ψ(r) =

(
η(r)
−η(r)

)
ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè γ5:

γ5 ψR,L(r) = ∓ψR,L(r) .

Èç ýêñïåðèìåíòà ñëåäóåò, ÷òî ìàññà íåéòðèíî î÷åíü ìàëà, è ÷òî îáû÷íî íåéòðèíî
ìîæíî ñ÷èòàòü ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ ëåâûì, à àíòèíåéòðèíî � ïðàâûì. Âî âçàèìîäåé-
ñòâèÿõ íåéòðèíî ÷åòíîñòü íå ñîõðàíÿåòñÿ.


